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neautonomńı Petriho
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Grafický popis
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inhibitovanou hranou

Klasická teorie systémů

Veličiny jako je rychlost, zrychleńı, napět́ı, proud, tlak,
teplota, pr̊utok jsou charakterizovány spojitým stavem.
Trochu nep̌resně označujeme podle spojitosti/nespojitosti
času

I spojité systémy - Laplaceova transformace

I diskrétńı systémy - Z-transformace

Nep̌resnost spoč́ıvá ve slově diskrétńı, jelikož stavy těchto
systémů jsou spojité a události se děj́ı v ekvidistantńıch
okamžićıch (neboli v diskrétńım čase).
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Grafický popis
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Vlastnosti závislé na
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Reverzibilńı Petriho
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P-invarianty

T-invarianty
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Systémy diskrétńıch událost́ı - discrete event
systems (DES)

systémy (nap̌ŕıklad poč́ıtač, t.j. končný automat; stav v
dotazńıku svobodná/vdaná/mrtvá; stav těhotenský - jiný
stav)

I stavy maj́ı diskrétńı charakter

I ř́ızeny diskrétńımi událostmi ve spojitém čase (p̌ŕıchod
zprávy p̌red timeoutem, stisk tlač́ıtka myši p̌ri dvojkliku,
p̌ŕıchod p̌rerušeńı,...)
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Ohraničená Petriho
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Rozš́ı̌rené Petriho śıtě
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Popis systému diskrétńıch událost́ı

1. pomoćı stavových automat̊u (množina stav̊u,
p̌rechodová funkce a jeden aktuálńı stav); v p̌ŕıpadě
distribuovaných systémů někdy těžkopádné → product
of automata; exponenciálńı závislost na počtu
podsystémů

2. pomoćı Petriho śıt́ı; C.A.Petri 1962; analýzu vlastnost́ı
Petriho śıtě lze v některých p̌ŕıpadech provést bez
vyč́ısleńı grafu dosažitelných značeńı
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Vending machine - by Jorg Desel
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śıt’
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Reverzibilńı Petriho
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śıtě
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Vending machine with capacity 1 - by Jorg Desel
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Základńı koncept
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P-invarianty

T-invarianty
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Vending machine with capacity 4 - by Jorg Desel
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obecné Petriho śıtě
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Vending machine - adding unbounded counters -
by Jorg Desel
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Vending machine - adding arc weights (selling
pairs or storing pairs) - by Jorg Desel
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śıtě

Grafický popis
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Ohraničená Petriho
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P-invarianty

T-invarianty
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Neoznačená Petriho śıt’

uspǒrádaná čtvěrice (P, T ,Pre,Post) kde:

I P je konečná množina ḿıst (place), neboli
P = {p1, ..., pi , ..., pm}

I T je konečná množina p̌rechodů (transitions), neboli
T = {t1, ..., tj , ..., tn}

I Pre je matice zobrazeńı P × T → Z+
0 reprezentuj́ıćı

spojeńı p̌rechodu s p̌redchoźım ḿıstem (precondition)

I Post je matice zobrazeńı P × T → Z+
0 reprezentuj́ıćı

spojeńı p̌rechodu s následuj́ıćım ḿıstem (postcondition)

často použ́ıváme incidenčńı matici W = Post − Pre, ta však
neumožňuje reprezentovat ”self-loop”
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śıtě
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Značený graf
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Daľśı značeńı

Množina ◦tj zahrnuje ḿısta vstupuj́ıćı do p̌rechodu tj .

I pi ∈ ◦tj ⇔ Pre(pi , tj) 6= 0

Množina t◦j zahrnuje ḿısta vystupuj́ıćı z p̌rechodu tj .

I pi ∈ t◦j ⇔ Post(pi , tj) 6= 0

Množina ◦pi zahrnuje p̌rechody vstupuj́ıćı do ḿısta pi .

I tj ∈ ◦pi ⇔ Post(pi , tj) 6= 0

Množina p◦
i zahrnuje p̌rechody vystupuj́ıćı z ḿısta pi .

I tj ∈ p◦
i ⇔ Pre(pi , tj) 6= 0
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Označená Petriho śıt’

uspǒrádaná pětice (P, T ,Pre,Post,m0) kde

I m0 je vektor zobrazeńı P → Z+
0 reprezentuj́ıćı

počátečńı značeńı (initial marking)

Prvek m0(pi ) reprezentuje počet tokenů (značek, pešk̊u)
obsažených v ḿıstě pi na počátku vývoje Petriho śıtě.
Vektory m,m′,m1,m2, ... reprezentuj́ı možná značeńı Petriho
śıtě v pr̊uběhu vývoje systému.
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obecné Petriho śıtě
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Značený graf
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Autonomńı a neautonomńı Petriho śıtě

Autonomńı Petriho śıt’ popisuje události v systému z
kvalitativńıho hlediska, ale nekvantifikuje, kdy k nim dojde v
návaznosti na okolńım prosťred́ı.
Př́ıklad: Autonomous vehicles in production line - Yamalidou
Neautonomńı Petriho śıt’ popisuje funkci systému, jehož
vývoj je podḿıněn exterńımi vstupy (synchronizovaná Petriho
śıt’) nebo časem (časovaná nebo stochastická nebo časová
Petriho śıt’). Př́ıklad: Bit alternating protocol - Barthomieu
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Neoznačená Petriho
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śıt’

Vlastnosti nezávislé
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Autonomous vehicles in production line - by
Katarina Yamalidou
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Bit alternating protocol - by Barthomieu
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Autonomńı a
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śıtě
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Stavový graf
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Grafický popis

poťreba reprezentovat jednotlivé podsystémy, ḿıt možnost
ově̌rit jejich funkci (nap̌ŕıklad simulaćı nebo strukturálńı
analýzou) a možnost spojovat tyto podsystémy
prosťredek dorozuḿıváńı mezi inženýry
Neoznačená Petriho śıt’ je orientovaný ohodnocený bipartitńı
graf:

I graf se skládá z uzl̊u, jež jsou propojeny hranami

I orientovaný znač́ı skutečnost, že hrany grafu jsou
orientované

I ohodnocený znač́ı skutečnost, že hranám mohou být
p̌rǐrazeny váhy

I bipartitńı znač́ı skutečnost, že množina uzl̊u grafu se
skládá ze dvou disjunktńıch podmnožin - množiny ḿıst
P a množiny p̌rechodů T , p̌ričemž ḿısta a p̌rechody se
v pr̊uběhu cesty sťŕıdaj́ı
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Podťŕıdy Petriho śıt́ı
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Př́ıklad sd́ılených zdroj̊u
nap̌ŕıklad ťri komunikačńı linky, jež jsou sd́ıleny:

I běžnými uživateli jednotlivě (jeden proces obsad́ı jednu
komunikačńı linku)

I náročnými uživateli jako trojice (jeden proces obsad́ı ťri
komunikačńı linky)

Zároveň plat́ı, že pokud je zdroj použ́ıván, pak nemůže být
použ́ıván jiným uživatelem

p1 p2 p3

t1

t2

t3

t4

3

3

Obrázek: Sd́ıleńı zdroj̊u
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Označená Petriho śıt’
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Grafický popis
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Matematický zápis struktury a značeńı

Pre =

 0 1 0 0
1 0 3 0
0 0 0 1

 Post =

 1 0 0 0
0 1 0 3
0 0 1 0


W =

 1 −1 0 0
−1 1 −3 3
0 0 1 −1

 m0 =

 0
3
0


Vývoj stavu Petriho śıtě

I Každé nové značeńı PS reprezentuje nový stav.
I Graf dosažitelných značeńı autonomńı PS a stavový

automat jsou dva ekvivalentńı popisy téhož systému
diskrétńıch událost́ı.

(0,0,1) (0,3,0) (1,2,0) (2,1,0) (3,0,0)

t3

t4

t1

t2

t1

t2

t1

t2

Obrázek: Graf dosažitelných značeńı Petriho śıtě
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śıt’
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Uvolněńı a p̌reskok p̌rechodu

Přechod tj je uvolněn p̌ri značeńı m právě tehdy když pro
všechna ḿısta pi vstupuj́ıćı do p̌rechodu tj plat́ı, že počet
tokenů je věťśı nebo roven váze hrany z pi do tj .

I tj je uvolněn p̌ri m ⇔ ∀pi ∈◦tj ; m(pi )≥Pre(pi , tj)

I lze zapsat jako ∀pi ∈P ; m(pi )≥Pre(pi , tj)

Pokud je p̌rechod uvolněn, potom může být p̌reskočen.

I Přeskok (firing, zapáleńı, provedeńı) p̌rechodu tj
odejme tokeny z ḿıst vstupuj́ıćıch do p̌rechodu a vlož́ı
tokeny do ḿıst vystupuj́ıćıch z p̌rechodu.

I ∀pi ∈P ; m′(pi ) = m(pi ) + Post(pi , tj)− Pre(pi , tj)

I m(pi ) je počet tokenů v ḿıstě pi p̌red p̌reskokem a
m′(pi ) je počet tokenů v ḿıstě pi po p̌reskoku p̌rechodu
tj

I Přeskok je nerozdělitelná akce (pro jednoduchost
můžeme p̌redpokládat, že trvá nulovou dobu).
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Deterministický a nedetrministický vývoj

V p̌ŕıkladu sd́ılených zdroj̊u p̌ri počátečńım značeńı může být
p̌reskočen bud’ t1 nebo t3. Nap̌ŕıklad po p̌reskoku p̌rechodu
t1 je značeńı:

m′ =

 0
3
0

 +

 1
0
0

−
 0

1
0

 =

 1
2
0


Obecně plat́ı:

I v daném stavu může být uvolněno v́ıce p̌rechodů a graf
dosažitelných značeńı pak obsahuje r̊uzné cesty V
autonomńı PS neńı determinováno, kdy je p̌rechod
p̌rekočen:

I jakoby p̌rechod byl uvolněn po libovolnou dobu z
intervalu [0,∞] do okamžiku kdy je p̌reskočen nebo
p̌restane být uvolněn d́ıky p̌reskoku jiného p̌rechodu
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Podťŕıdy, zkrácené
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Přeskoková sekvence

Přeskoková sekvence S je sekvence p̌rechodů, jež byly
p̌reskočeny v pr̊uběhu vývoje systému
Pro náš p̌ŕıklad sd́ılených zdroj̊u uvažme vývoj značeńı

m0
t1→ m1

t1→ m2
t1→ m3

t2→ m4.

I Odpov́ıdaj́ıćı p̌reskoková sekvence: S = t1t1t1t2.

I Ř́ıkáme, že p̌reskoková sekvence S vede na změnu

značeńı z m0 na m4 a ṕı̌seme m0
S→ m4.

Značeńı m je dosažitelným značeńım právě tehdy když
existuje p̌reskoková sekvence S která vede na změnu značeńı
z m0 na m.
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Základńı koncept
obecné Petriho śıtě
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neautonomńı Petriho
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śıt́ı a jejich analýza
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Stavová rovnice

Charakteristický vektor s udává kolikrát je daný p̌rechod
zastoupen v pr̊uběhu p̌reskokové sekvence S .

I p̌reskokové sekvenci S odpov́ıdá charakteristický vektor
s = [3, 1, 0, 0]T

Vývoj Petriho śıtě z počátečńıho značeńı m0 do značeńı m je
popsán stavovou rovnićı:

m = m0 + (Post − Pre) · s = m0 + W · s (1)
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Grafický popis
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Konflikt

Konflikt vyjaďruje nedeterminismus chováńı systému.
PS má strukturálńı konflikt v ḿıstě pi právě tehdy když
existuj́ı alespoň dva p̌rechody vystupuj́ıćı z tohoto ḿısta.

I 〈 pi , {tj , tk} 〉 je strukturálńı konflikt
⇔ Pre(pi , tj) · Pre(pi , tk) 6= 0

Označená PS má efektivńı konflikt v ḿıstě pi pro značeńı m
právě tehdy když má strukturálńı konflikt v ḿıstě pi a m(pi )
nepostačuje pro p̌reskok všech uvolněných p̌rechodů
vystupuj́ıćıch z tohoto ḿısta.

I 〈 pi , {tj , tk} 〉 p̌ri značeńı m je efektivńı konflikt
⇔ 〈 pi , {tj , tk} 〉 je strukturálńı konflikt a tj je uvolněn
a tk je uvolněn a m(pi ) < Pre(pi , tj) + Pre(pi , tk)
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Reverzibilńı Petriho
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Vlastnosti Petriho śıt́ı a jejich analýza

K čemu je takový model PS vhodný ??
Formálńı analýza je důležitá pro návrh kritických aplikaćı,
kde se nelze spokojit s pouhým testováńım, ale je poťreba
podchytit všechny dosažitelné stavy.
Nap̌ŕıklad p̌ri návrhu komunikačńıho protokolu máme
možnost prokázat funkčnost a bezchybnost systému ještě
p̌red jeho praktickou realizaćı (muśıme však ḿıt model
odpov́ıdaj́ıćı realitě).
Vlastnosti, které jsou p̌redmětem naš́ı analýzy:

I závislé na značeńı - ově̌rujeme možnost uváznut́ı,
návratu do původńıho stavu, nadměrného r̊ustu počtu
stav̊u

I strukturálńı - nazávislé na značeńı



Petriho śıtě
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značeńı
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Podťŕıdy Petriho śıt́ı
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Vlastnosti závislé na značeńı
- Ohraničenost ḿısta Petriho śıtě

p1p2 p3 p4 p5 p6

p7

p8 p9

t1

t2

t3

t4

t5

t6

t7

t8

t9

t10 t11

3

3

Obrázek: Ohraničená, binárńı a neohraničená Petriho śıt’
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Ohraničená Petriho Śıt’

Značená Petriho śıt’ je ohraničená (omezená) právě tehdy
když pro libovolné dosažitelné značeńı je počet tokenů v
každém ḿıstě shora ohraničen konečnou konstantou.

I Petriho śıt’ (P, T ,Pre,Post,m0) je ohraničená
⇔ ∀m ; m0→m a ∀pi ∈P ∃ k 6=∞ ; m(pi )≤k.

I Taková śıt’ se často nazývá k-ohraničená.

Pro každou ohraničenou Petriho śıt’ je množina dosažitelných
stav̊u konečná a lze ji realizovat konečným automatem.
PS je binárńı (binary, safe) právě tehdy když je 1-ohraničená,
neboli značeńı každého ḿısta lze reprezentovat jedńım
bitem.
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značeńı
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Obrázek: Živost Petriho śıtě
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Stavový graf
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Pseudoživá Petriho śıt’

Značená Petriho śıt’ je pseudoživá, právě tehdy když každý
jej́ı p̌rechod může být alespoň jednou p̌reskočen.

I Petriho śıt’ (P, T ,Pre,Post,m0) je pseudoživá
⇔ ∀tj ∈T ; tj je pseudoživý.

I Přechod tj je pseudoživý ⇔ ∃ S ; m0
S→m a

∀pi ∈◦tj ; m(pi )≥Pre(pi , tj).
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Podťŕıdy Petriho śıt́ı
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Živá Petriho śıt’

Značená Petriho śıt’ je živá (live), právě tehdy když pro
každé dosažitelné značeńı a pro každý jej́ı p̌rechod existuje
p̌reskoková sekvence, která tento p̌rechod uvolńı.

I Petriho śıt’ (P, T ,Pre,Post,m0) je živá
⇔ ∀tj ∈T ; tj je živý.

I Přechod tj je živý ⇔ ∀m ; m0
S→m ∃ S ′ ; m

S ′→m′ a
∀ pi ∈◦tj ; m′(pi )≥Pre(pi , tj).

Uváznut́ım (deadlockem) rozuḿıme stav systému, kdy žádný
z uvažovaných p̌rechodů nemůže být p̌reskočen. Pokud je
Petriho śıt’ živá, pak se nikdy nedostane do deadlocku a ani
žádná jej́ı část se nikdy nedostane do deadlocku.
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Reverzibilńı Petriho śıt’

Značená Petriho śıt’ je reverzibilńı (reversible), právě tehdy
když pro každé dosažitelné značeńı existuje p̌reskoková
sekvence, která uvede śıt’ do původńıho značeńı.

I Petriho śıt’ (P, T ,Pre,Post,m0) je reverzibilńı

⇔ ∀m ; m0
S→m ∃ S ′ ; m

S ′→m0.

Žádná z výše zmiňovaných vlastnost́ı (ohraničenost, živost a
reverzibilita) neimplikuje vlastnost druhou. Jednoduchý
důkaz tohoto tvrzeńı ukázal T.Murata v osmi
(2moznosti3vlastnosti ) Petriho śıt́ıch uvedených na
následuj́ıćıcm obrázku.
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Grafický popis
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Značený graf
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Kapacitńı Petriho
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a) je živá, je ohraničená
je reverzibilńı

b) neńı živá, neńı ohraničená
neńı reverzibilńı

c) neńı živá, je ohraničená
neńı reverzibilńı

d) je živá, neńı ohraničená
je reverzibilńı

e) neńı živá, neńı ohraničená
je reverzibilńı

f) je živá, neńı ohraničená
neńı reverzibilńı

g) neńı živá, je ohraničená
je reverzibilńı

h) je živá, je ohraničená
neńı reverzibilńı

Obrázek: Kombinace živosti, ohraničenosti a reverzibility
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Reverzibilńı Petriho
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Zkrácené Petriho śıtě
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Vlastnosti nezávislé na značeńı
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Obrázek: Petriho śıt’ se ťremi minimálńımi P-invariantami

pro libovolné dosažitelné značeńı m plat́ı rovnice
m(p1) + m(p2) = m0(p1) + m0(p2) = 1
m(p4) + m(p5) = m0(p4) + m0(p5) = 1
m(p2)+m(p3)+3 ·m(p4) = m0(p2)+m0(p3)+3 ·m0(p4) = 3
posledńı rovnice je trochu složitěǰśı:

I lineárńı kombinace značeńı
I odpov́ıdá uzav̌renému orientovanému sledu s

opakováńım ḿısta p3
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obecné Petriho śıtě
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P-invarianta jako charakterisitka konzervativńı
komponenty

Množina ḿıst se nazývá konzervativńı komponenta právě
tehdy když celoč́ıselná pozitivńı lineárńı kombinace počtu
tokenů obsažených v těchto ḿıstech je konstantńı pro
libovolné dosažitelné značeńı.

I P-invarianta f T je vektor celých nezáporných č́ısel
charakterizuj́ıćı konzervativńı komponentu

I Petriho śıt’ (P, T ,Pre,Post) má P-invariantu
f T ; fi ∈Z+

0 ∀ i ∈ {1 . . . ‖P‖} právě tehdy když

∀m ; m0
S→m ; f T ·m= f T ·m0



Petriho śıtě
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Ohraničená Petriho
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Živá Petriho śıt’
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P-invarianta je dána strukturou Petriho śıtě
Vektorem f T vynásob́ıme zleva stavovou rovnici:

f T ·m = f T ·m0 + f T ·W · s (2)

P-invarianta muśı splňovat podḿınku f T ·m = f T ·m0 pro
všechny p̌reskokové sekvence s

Neboli vektor f T ; fi ∈ Z+
0 ∀ i ∈ {1 . . . ‖P‖} je P-invariantou

právě tehdy když:

f T ·W = 0 (3)

I pro daný vektor f T jsme schopni ově̌rit zda jde o
P-invarinatu prostým dosazeńım

I mnohem těžš́ı je nalézt nějakou jednoduchou
charakteristiku všech P-invariant Petriho śıtě

I každá celoč́ıselná nezáporná lineárńı kombinace několika
P-invariant je opět P-invariantou
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P-invarianty tvǒŕı konvexńı prostor (pokud
upust́ıme od celoč́ıselnosti)

I Pokud bychom p̌ripustili záporné hodnoty proměnných
fi ... soustava rovnic ... řešeńı tvǒŕı afinńı prostor ... dán
vektory báze (Gausova eliminačńı metoda, polynomiálńı
čase). Málo užitečné: nejde o orientovaný sled ḿıst.

I množina je afinńı právě tehdy když v ńı lež́ı celá p̌ŕımka
spojuj́ıćı libovolné dva body této množiny

I množina je konvexńı právě tehdy když v ńı lež́ı celá
úsečka spojuj́ıćı libovolné dva body této množiny

I množina X ⊆ Rn je kužel právě tehdy když pro
libovolný vektor x ∈ X a pro libovolný nezáporný skalár
λ plat́ı λx ∈ X .

I V p̌ŕıpadě množiny P-invariant jde o prostor, který je
konvexńı kužel (je ekvivalentńı klasifikaci ”množina X je
uzav̌rená na nezáporné lineárńı kombinace”).
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Reverzibilńı Petriho
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śıtě
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Př́ıklad Petriho śıtě s odpov́ıdaj́ıćımi
P-invariantami tvǒŕıćımi konvexńı kužel
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P-invarianty, které jsou na dané hraně nejbĺıže počátku, se
nazývaj́ı minimálńı P-invarianty nebo někdy též generátory
nebo hrany konvexńıho kuželu.
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Grafický popis
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Podťŕıdy Petriho śıt́ı
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Petriho śıt’ s
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Neexistuje polynomiálńı algoritmus pro nalezeńı
množiny minimálńıch P-invariant

počet minimálńıch P-invariant neńı shora omezen nějakou
polynomiálńı funkćı velikosti Petriho śıtě

p1

p2

p3

p4

pm 3

pm 2

pm 1

pm

t1 t2 t3

1 2 m/2 - 1 m/2

Obrázek: PS s exponenciálńım počtem minimálńıch P-invarinat

nalezneme 2m/2 r̊uzných minimálńıch P-invariant
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Neoznačená Petriho
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Grafický popis
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Značený graf
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Barvené Petriho śıtě
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inhibitovanou hranou

Užitečnost P-invarinat pro analýzu vlastnost́ı

Množina minimálńıch P-invariant charakterizuje strukturu
modelovaného fyzikálńıho systému.
Nap̌ŕıklad pro PS modeluj́ıćı sd́ıleneé zdroje je množina
minimálńıch P-invariant

I (1, 1, 0, 0, 0)T reprezentuje p̌redpis pro chováńı běžného
uživatele

I (0, 1, 1, 3, 0)T reprezentuje p̌redpis pro chováńı
sd́ıleného zdroje

I (0, 0, 0, 1, 1)T reprezentuje p̌redpis pro chováńı
náročného uživatele
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Autonomńı a
neautonomńı Petriho
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śıt’

Vlastnosti nezávislé
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Nutná nikoli postačuj́ıćı podḿınka pro živost
obecné PS

I existence alespoň jednoho tokenu v každé P-invariantě
je nutnou podḿınkou pro živost śıtě bez izolovaných
ḿıst

I izolované ḿısto je samo o sobě konzervativńı
komponentou, ale jeho značeńı nemá vliv na žádný
p̌rechod

Př́ıklad silně souvislé PS, jež neńı živá, p̌restože
konzervativńı komponenta odpov́ıdaj́ıćı jediné minimálńı
P-invariantě obsahuje token:

P1 P2

P3

T1

T2

T3

T4
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Śıt’

Živá Petriho śıt’
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a rozš́ı̌rené Petriho
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T-invarianty

Množina p̌rechodů se nazývá repetitivńı komponenta právě
tehdy když existuje p̌reskoková sekvence z těchto p̌rechodů,
která vede na původńı značeńı Petriho śıtě.

I T-invarianta s je vektor celých nezáporných č́ısel
charakterizuj́ıćı výše zḿıněnou p̌reskokovou sekvenci.

I s je charakteristickým vektorem p̌reskokové sekvence S

takové, že ∀m0 ; m0
S→m0. Jelikož charakteristický

vektor udává počty p̌reskok̊u p̌rechodů, tak plat́ı:
sj ∈Z+

0 ∀ j = 1 . . . ‖T ‖.
I Při pohledu na stavovou rovnici m = m0 + W · s snadno

nahlédneme, že pokud má pro T-invariantu s platit
m = m0 pro libovolné m0, potom muśı platit:

W · s = 0 si ∈ Z+
0 (4)

I Algoritmus - transpozice incidenčńı matice W .
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Uvolněńı a p̌reskok
p̌rechodu

Konflikt

Vlastnosti Petriho
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značeńı
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P-invarianty

T-invarianty

Podťŕıdy, zkrácené
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Podťŕıdy, zkrácené a rozš́ı̌rené Petriho śıtě

Podťŕıdy Petriho śıt́ı

I maj́ı redukovanou vyjaďrovaćı schopnost

I nemodelovat některé struktury (konflikt, paralelismus)

I vlastnosti lze analyzovat jednoduš̌śımi postupy

Zkrácené Petriho śıtě

I ćılem je zestručnit zápis modelu - dosaženo p̌ridáńım
nějakého daľśıho atributu

I výsledný model je stručněǰśı, ale porozuměńı tomuto
zápisu může být náročněǰśı

I každou zkrácenou PS lze rozepsat na obecnou PS

Rozš́ı̌rené Petriho śıtě

I p̌ridána nějaká pravidla rozšǐruj́ıćı modelovaćı
schopnosti obecné PS

I rozš́ı̌renou Petriho śıt’ rozepsat na obecnou PS
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Základńı koncept
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Stavový graf
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Stavový graf - podťŕıda PS

Stavový graf (state graph, state machine) je Petriho śıt’, ve
které každý p̌rechod má právě jednu vstupńı a jednu
výstupńı hranu a váhy všech hran jsou rovny 1.

I PS je stavový graf ⇔ |◦tj | =
∣∣∣t◦j ∣∣∣ = 1 ∀ tj ∈T a

Pre(pi , tj)∈{0, 1} a Post(pi , tj)∈{0, 1} ∀pi ∈P ∀ tj ∈T
I stavový graf může obsahovat strukturálńı konflikt, ale

neobsahuje strukturálńı paralelismus, synchronizaci,
zdrojový p̌rechod a ćılový p̌rechod

I lze si p̌redstavit jako orientovaný graf ve kterém každý
p̌rechod s jeho vstupńı a výstupńı hranou nahrad́ıme
jednou orientovanou hranou a každé ḿısto nahrad́ıme
vrcholem grafu s uvedeným značeńım
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Některé vlastnosti stavového grafu
I každý stavový graf je ohraničený
I každá uzav̌rená orientovaná cesta (neboli neopakuje se

v ńı vrchol a následkem toho ani hrana) odpov́ıdá
minimálńı T-invariantě

I stavový graf je živý ⇔ je silně souvislý (neboli existuje
orientovaná cesta z libovolného vrcholu do libovolného
jiného vrcholu) a v počátečńım značeńı je alespoň jeden
token

p1 p2 p3 p4

t1

t2

t3

t4

t5

Obrázek: Př́ıklad stavového grafu který neńı živý, protože neńı
silně souvislý
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śıtě
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Podťŕıdy Petriho śıt́ı

Stavový graf
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Značený graf - podťŕıda PS

Značený graf (marked graph, event graph, graf událost́ı) je
Petriho śıt’ kde každé ḿısto má právě jednu vstupńı a jednu
výstupńı hranu a váhy všech hran jsou rovny 1.

I Petriho śıt’ je značený graf ⇔ |◦pi | = |p◦
i | = 1 ∀ pi ∈P a

Pre(pi , tj)∈{0, 1} a Post(pi , tj)∈{0, 1} ∀pi ∈P ∀ tj ∈T
I může obsahovat strukturálńı paralelismus, ale

neobsahuje strukturálńı konflikt, spojeńı, zdrojové ḿısto
a ćılové ḿısto

I lze si p̌redstavit jako orientovaný graf ve kterém každé
ḿısto s jeho vstupńı a výstupńı hranou nahrad́ıme
jednou orientovanou hranou s uvedeným značeńım a
každý p̌rechod nahrad́ıme vrcholem grafu
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Označená Petriho śıt’
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Některé vlastnosti značeného grafu

I Každá uzav̌rená orientovaná cesta (neboli neopakuje se
v ńı vrchol a následkem toho ani hrana) odpov́ıdá
minimálńı P-invariantě.

I Značený graf je živý ⇔ každá P-invarianta obsahuje
alespoň jeden token. Povšimněme si, že narozd́ıl od
obecné Petriho śıtě jde v p̌ŕıpadě značeného grafu o
podḿınku nutnou i postačuj́ıćı.

I Z p̌redchoźı vlastnosti a skutečnosti, že každá
P-invarianta je nezápornou lineárńı kombinaćı
minimálńıch P-invariant vyplývá: Značený graf je živý
⇔ každá minimálńı P-invarianta obsahuje alespoň jeden
token.
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P-invarianty

T-invarianty
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Dva postupy jak dokázat živost značeného grafu
1. Nalezneme množinu minimálńıch P-invariant a

zjǐst’ujeme zda každá obsahuje alespoň jeden
token...nepolynomiálńı složitost

2. Ve značeném grafu odstrańıme všechna ḿısta, která
obsahuj́ı alespoň jeden token. V takto redukovaném
grafu existuje uzav̌rená orientovaná cesta právě tehdy
když značený graf neńı živý...polynomiálńı složitost,
jelikož uzav̌renou orientovanou cestu v grafu lze nalézt
v čase O(n3) nap̌ŕıklad Floydovým algoritmem.

p1 p2

p3 p4

t1

t2

Obrázek: Značený graf, P-invarianta (0, 1, 1, 0)T neobsahuje token



Petriho śıtě
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Ohraničená Petriho
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Barvené Petriho śıtě
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Kapacitńı Petriho śıt’ - typ zkrácené PS
U kapacitńı Petriho śıtě je ḿıstu pi p̌rǐrazena kapacita k(pi )
a p̌rechod p̌red ńım neńı uvolněn v p̌ŕıpadě, že by se kapacita
k(pi ) měla p̌reskokem tohoto p̌rechodu p̌rekročit.

I tj je uvolněn pro značeńı m ⇔
∀pi ∈ ◦tj ; m(pi ) ≥ Pre(pi , tj) a
∀pi ∈ t◦j ∩ ◦tj ; m(pi ) + Post(pi , tj)−Pre(pi , tj) ≤ k(pi )
a
∀pi ∈ t◦j \ ◦tj ; m(pi ) + Post(pi , tj) ≤ k(pi )

p1

kap=3

p1pc

1

t1 t2

t3 t4

t5

t1 t2

t3 t4

t5

Obrázek: Náhrada kapacitńı Petriho śıtě pomoćı
komplementárńıho ḿısta
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obecné Petriho śıtě
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Značený graf
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Komplementárńı ḿısto
Komplementárńı ḿısto pc

i je spojeno s týmiž p̌rechody jako
pi , ale hrany maj́ı obrácenou orientaci, neboli
Pre(pi , tk) = Post(pc

i , tk) a Post(pi , tl) = Pre(pc
i , tl).

I Mı́sto pi a jeho komplementárńı ḿısto pc
i dohromady

tvǒŕı P-invariantu.
I Počátečńı značeńı komplementárńıho ḿısta pc

i je dáno
počátečńım značeńım ḿısta pi a jeho kapacitou neboli
m0(p

c
i ) = k(pi )−m0(pi ).

p1

p2

p3

kap=n

p4

p5

p1

p2

p3

p4

p5

pc

3
n

t1

t2

t3

t4

t5

t6

t1

t2

t3

t4

t5

t6

producent sklad konzument

Obrázek: Producent a konzument, ktěŕı jsou spojeni skladem o
kapacitě n
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śıtě
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Barvené Petriho śıtě

Účel barvených PS:

I zestručnit části modelu, které se opakuj́ı (obdobně jako
když zápisem ve for smyčce p̌redejdeme opakovanému
zápisu podobných p̌ŕıkaz̊u)

Základńı myšlenka:

I p̌renést informaci ze struktury śıtě do oč́ıslovaných
tokenů a do funkćı p̌rǐrazených k hranám

Barvenou PS lze reprezentovat systémy značné (respektive
neurčené) velikosti.
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śıt́ı a jejich analýza
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Podobná abstrakce

Tři úlohy se stejným kódem spuštěné pod operačńım
systémem

I Model těchto ťŕı úloh pomoćı obecné Petriho śıtě lze
rozsťŕıhat na ťri části

I Ukazateli instrukce v každé z nich lze p̌rǐradit jinou
barvu

I Barvená PS vznikne tak, že p̌relož́ıme tyto ťri
strukturálně totožné části p̌res sebe

I Pokud každá z úloh pracuje nezávisle na ostatńıch,
potom funkce p̌rǐrazené hranám barvené Petriho śıtě
jsou vždy identita (neměńı se barva tokenu)

I Pokud mezi sebou úlohy nap̌ŕıklad komunikuj́ı, potom
funkce p̌rǐrazené hranám měńı barvy tokenů
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Uvolněńı p̌rechodu barvené PS

Přechod tj uvolněn, právě tehdy když v jeho vstupńıch
ḿıstech existuj́ı takové tokeny, že jejich transformace
funkcemi p̌rǐrazenými vstupńım hranám do tj je změńı na
tokeny téže barvy
Potom může být p̌rechod tj touto barvou p̌reskočen.

p1 p2 p3

p4

p5 p6 p7

p8

t1 t2

<1>

<2>

<3>

<4>

<1>

<2>

<1>

<4>

Id Dec

Id

Id Dec

Id

Obrázek: Přechod t1 je uvolněn barvou 2, p̌rechod t2 neńı uvolněn
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c©Z.Hanzálek
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neautonomńı Petriho
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śıtě
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FIFO fronta pro dva producenty-konzumenty

Obrázek: Producent-konzument s frontou FIFO (p̌ŕıpad N=3)

Každý konzument odeb́ırá data (výrobky) pouze od svého
producenta.

p1 p2 p3 p4 p5

p6
p7 p8 p9 p10

p11 p12 p13

t1 t2 t3 t4

t5 t6 t7 t8

Prod 1

Prod 2

Konz 1

Konz 2

Obrázek: Př́ıklad: fronta FIFO se ťremi pozicemi modelovaná
obecnou Petriho śıt́ı
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Grafický popis
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Živá Petriho śıt’
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Zkrácené Petriho śıtě
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Zápis barvenou Petriho śıt́ı

Dané pozici ve frontě p̌ridáme určitou barvu.
Hranám p̌rǐrad́ıme funkce:

I Id (identity) - neměńı barvu tokenu

I Ex1 (exclusively 1) - akceptuje pouze token o barvě 1 a
neměńı jeho barvu

I ExN (exclusively N) - akceptuje pouze token o barvě N
a neměńı jeho barvu

I Inc (increment) - zvýš́ı barvu tokenu o 1

I Dec (decrement) - sńıž́ı barvu tokenu o 1

Vazba na vstup (p1, p6) a výstup (p5, p10) obsahuje
nebarvené tokeny.
Nebarvený token je p̌rij́ımán p̌rechodem bez ohledu na to
jakou barvou je p̌reskakován.
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Reverzibilńı Petriho
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śıtě
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Kapacitńı Petriho
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Fronta FIFO s neurčeným počtem pozic
modelovaná barvenou Petriho śıt́ı
Vstupně-výstupńı p̌rechody jsou uvolňovány pouze
vybranými barvenými tokeny (volná prvńı pozice nebo
obsazená N-tá pozice).
Přechod S1 (respektive S2) reprezentuje posun produktu 1
(respektive produktu 2) na následuj́ıćı pozici ve frontě.

p1 O1

V

O2

p5

p6 p10

t1 S1

t8

t4

t5 S2

Prod 1

Prod 2

Konz 1

Konz 2

<1>...

<N>

Id ExN

Ex1 Id

Ex1 Id

Id ExN

Inc Id

Dec Id

Dec Id

Inc Id
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Večěŕıćı filosofové (dinning philosophers)

Každý z filosof̊u poťrebuje obě sousedńı vidličky V k tomu
aby mohl j́ıst.
Filosof se nacháźı ve dvou možných stavech: j́ı J filosofuje F
Za t́ım účelem vidličky bere B a ukládá U.

Obrázek: Pět večěŕıćıch filosof̊u
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Neoznačená Petriho
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Obecná Petriho śıt’ pro pět večěŕıćıch filosof̊u

F1

J1

F3 F4

F2 F5

J2 J5

V2

V1

J3 J4

V3 V5

V4

B1

U1

B2

U2

B5

U5

B3

U3

B4

U4
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Základńı koncept
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Vlastnosti závislé na
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Petriho śıt’ s
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Incidenčńı matice obecné a barvené PS

B1 B2 B3 B4 B5 U1 U2 U3 U4 U5

F1

F2

F3

F4

F5

J1

J2

J3

J4

J5

V1

V2

V3

V4

V5



−1 1
−1 ∅ 1 ∅

−1 1
∅ −1 ∅ 1

−1 1
1 −1

1 ∅ −1 ∅
1 −1

∅ 1 ∅ −1
1 −1

−1 −1 1 1
−1 −1 ∅ 1 1 ∅

−1 −1 1 1
∅ −1 −1 ∅ 1 1

−1 −1 1 1


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Incidenčńı matice pro barvenou PS

I Incidenčńı matici obecné PS lze rozdělit do submatic.

I Pravidelné submatice je poťreba popsat vhodnými
funkcemi p̌rǐrazenými k hranám. T́ımto zavedeńım
vzniká incidenčńı matice jako matice funkćı:

B U
F
J
V

 −id id
id −id

− (id ∧ dec) − (id ∧ inc)


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śıtě
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inhibitovanou hranou

Barvená Petriho śıt’ pro pět večěŕıćıch filosof̊u

F

J V

B

U

Id

Dec

Id

Inc

Id

Id

Id

Id

<1>...

<5>

<1>...

<5>
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Śıt’
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PS s inhibitovanou hranou - typ rozš́ı̌rené PS

Petriho śıt’ s inhibitovanou hranou umožňuje jednoduše
modelovat test na nulu. Inhibitovaná hrana je specielńı typ
orientované hrany, která vycháźı z ḿısta pi a vstupuje do
p̌rechodu tj . Konec inhibitované hrany je označen malým
kroužkem. Prázdnost ḿısta pi je nezbytnou podḿınkou pro
uvolněńı p̌rechodu tj .

p1 p2

p3

p4 p5

p6

t1 t2

Obrázek: Přechod t1 je uvolněn, p̌rechod t2 neńı uvolněn
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Rozš́ı̌reńı popisu PS

Z formálńıho hlediska je poťreba rozš́ı̌rit definičńı obor
matice Pre o specielńı prvek indikuj́ıćı skutečnost, že
odpov́ıdaj́ıćı hrana je inhibitovaná, neboli Pre je matice
zobrazeńı P × T → Z+

0 ∪ {�}.
Přechod tj je uvolněn ⇔ ∀pi ∈P ; M(pi )≥Pre(i , j) pro
Pre(i , j) ∈ Z+

0 a M(pi ) = 0 pro Pre(i , j) = �
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c©Z.Hanzálek
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Vývoj stavu
Petriho śıtě
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Reverzibilńı Petriho
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Petriho śıt’ s
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Systém hromadné obsluhy

Úředńık otev̌re vstupńı dvěre a vpust́ı do ú̌radovny všechny
zákazńıky, ktěŕı touž́ı po odbaveńı. Poté vstupńı dvěre zav̌re
a postupně odbavuje jednotlivé zákazńıky. Zákazńıci po
odbaveńı odcházej́ı výstupńımi dvěrmi, jež jsou stále
otev̌reny. Úředńık vstupńı dvěre otev̌re až po odbaveńı všech
zákazńık̊u.
p1 reprezentuje zákazńıky p̌red p̌ŕıchodem do ú̌radovny p3

zákazńıky v ú̌radovně a ḿısto p5 zákazńıky po odchodu z
ú̌radovny p2 obsahuje token, když jsou vstupńı dvěre
otev̌reny p4 obsahuje token, když jsou vstupńı dvěre zav̌reny
p̌reskok p̌rechodu t1 reprezentuje vstup zákazńıka, t2
reprezentuje odchod zákazńıka t3 reprezentuje otev̌reńı
vstupńıch dvěŕı t4 reprezentuje zav̌reńı vstupńıch dvěŕı
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Kapacitńı Petriho
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Vlastnosti Petriho śıtě s inihibitovanou hranou
nelze je snadno formalizovat za pomoci lineárńı algebry, jak
to bylo možné u obecné Petriho śıtě.
Naneštěst́ı nelze každou Petriho śıt’ s inhibitovanou hranou
p̌revést na obecnou Petriho śıt’.
Na druhou stranu plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı: pokud je Petriho
śıt’ s inhibitovanou hranou ohraničená, potom ji lze p̌revést
na obecnou Petriho śıt’.
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p3 p1

p2

p3

pc

2
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Obrázek: Náhrada inhibitované hrany v ohraničené Petriho śıti
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