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Formulace problému

a) Nejkratsi cesta v grafu (Shortest Path)

o Instance: Orientovany graf G, vahy c: E(G) — R a dva vrcholy
s,t € V(G).

o Cil: Nalézt nejkratsi s — t—cestu P, neboli tu s minimalni délkou
c(E(P)), nebo rozhodnout, Ze t neni dosazitelny z s.

Dalsi problémy hledajici nejkratsi orientovanou cestu:

b) z vychoziho vrcholu s do kazdého vrcholu grafu (Shortest Path
Tree - SPT)

c) z kazdého vrcholu grafu do cilového vrcholu t

d) mezi vdemi usporadanymi dvojicemi uzlt (All Pairs Shortest Path)

Problém a) byva fesen pomoci algoritm pro b),c) nebo d), algoritmus s
lepsi Casovou slozitosti neni zndm (pro konkrétni instanci Ize u specidlnich
grafil ukonit vypocet pfi dosazeni vrcholu t).

Problém c) Ize snadno prevést na problém b) obracenim orientace hran.
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@ Hledani nejdelSich cest cest miizeme prevést na hledani nejkratsich
cest obracenim znamének u délek vsech hran. Tim jsme prevedli
hledani maxima na hledani minima.

@ Neékdy je tfeba hledat nejkratsi cesty v grafu, ve kterém jsou
ohodnoceny vrcholy, nebo vrcholy i hrany a délka cesty je
definovana jako souclet délek vSech vrcholil i hran na cesté. Lze
prevést na hledani v grafu s ohodnocenymi hranami:

o kazdy vrchol v pavodniho grafu nahradime dvojici vrcholi v; a vs,
spojime je hranou o délce rovné plvodni hodnoté vrcholu v

@ hrany, které koncily ve vrcholu v presmérujeme do v;

@ hrany, které vychdzely z vrcholu v budou vychazet z vrcholu v,
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Zaporné hrany a zaporné cykly

Pro orientované grafy:
@ pripoustime zaporné délky hran
@ pokud graf obsahuje cyklus se zapornou délkou, pak jde o
NP-obtizné problémy
@ omezime se na instance, které nemaji cyklus se zapornou délkou

Pro neorientované grafy provedeme prevod na grafy orientované, ale
omezime se na instance s nezapornymi délkami hran:
@ kazda neorientovana hrana spojujici vrcholy v a w je pfevedena na
dvé orientované hrany (v,w) a (w,v)
@ pro zaporné neorientované hrany by podobnym postupem vznikl
cyklus zaporné délky
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Zakladni fakta - sled a cesta

Véta - existence nejkratsi cesty

Jestlize v grafu existuje néjaka cesta z vrcholu s do vrcholu t, pak v ném
existuje i nejkratsi cesta z s do t.

Pozn: pro sledy podobna véta neplati - obsahuje-li graf cyklus se
zapornou délkou, pak ke kazdému sledu jdoucimu timto cyklem Ize nalézt
sled kratsi tak, ze budeme dostate¢né dlouho prochdzet tento cyklus.

Délka cesty je soucet délek hran tvoricich cestu.
Vzdalenost /(s, t) z vrcholu s do vrcholu t definujeme jako délku
nejkratsi cesty z s do t.

Véta - nejkratsi sled a cesta

Jestlize v grafu neni cyklus se zapornou nebo nulovou délkou, pak
kazdy nejkratsi sled z s do t je nejkratsi cestou z s do t.

Jestlize v grafu neni cyklus se zapornou délkou, pak kazdy nejkratsi sled
z s do t obsahuje nejkratsi cestu z s do t a délka této cesty je stejna.
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Zakladni fakta - trojahelnikova nerovnost

Véta - trojlhelnikovd nerovnost

Jestlize graf neobsahuje cyklus se zapornou délkou, pak pro vSechny
trojice vrcholl i/, j, k splnuji vzdalenosti mezi nimi tuto nerovnost:

1(i,j) < 1(i, k) + I(k, j)-

Dasledky: necht c(i,/) je délka hrany z vrcholu i do vrcholu j, potom
jestlize graf neobsahuje cyklus se zadpornou délkou pak plati:

1(,7) < (i), 1(i,J) < 1(i, k) + ek, j) a 1(i,j) < (i, k) + I(k, )

Véta - nejkratsi cesta se sklada z nejkratsich cest

Predpokladame, Ze graf neobsahuje cyklus se zapornou délkou. Jestlize
nejkratsi cesta z i do j prochazi pres vrchol k, pak Gsek cesty z i do k je
nejkratsi cestou z i do k a podobné Usek cesty z k do j je nejkratsi cestou
z k do j a navic plati /(i,j) = I(i, k) + I(k, ).

Dasledek: (Bellmanova rovnice) jestlize graf neobsahuje cyklus se
zapornou délkou plati: /(i, ) < ming; {I(i, k) + c(k,j)}
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Zakladni fakta - cyklus se zapornou délkou

Algoritmy které uvedeme spoléhaji na platnost vyse uvedenych vét (graf
neobsahuje cyklus se zapornou délkou).

@ (1) Jejich rychlost je zalozena na tom, Ze se nestaraji o opakovani
vrcholi v cesté (nerozliuji nejkratsi cestu a nejkratsi sled) .

@ (2) Pokud graf obsahuje cyklus se zdpornou délkou, nelze (1)
pouZit, nebot nejkratsi sled viibec nemusi existovat (pak je nalezeni
nejkratsi cesty NP-obtiznou Glohou).

Priklad: graf v némz je zdporny cyklus (v disledku toho také neplati
trojiihelnikova nerovnost) - slozenim dvou nejkratsich cest vznikl sled
obsahujici zaporny cyklus.

(i, k) + I(k,J)
G6-1) + (-2
2 ... spor

AVANAY

Di: co nesmi obsahovat graf pfi hledani nejdelSich cest?
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Dijkstrav algoritmus [1959] - nezdporné délky hran

Vstup: Orient. graf G, vahy c: E(G) — R{ a vrchol s € V(G).

Vystup: Vektory / a p. Pro kazdy v € V(G) je I(v) délkou nejkratsi cesty
z vrcholu s a p(v) je pfedposledni vrchol na této cesté. Pokud v
neni dostupny z s, pak /(v) = 0o a p(v) neni definovan.

I(s):=0;I(v):=c0cprov#s, R:=0;

while R # V(G) do

Nalezni v € V(G) \ R takovy, ze I(v) = min,cy(c)\r (w);

R:=RU{v};

// spo&ti hodnoty /(w) pro vrcholy na rozhrani mnoZiny R

for we V(G)\ R pro které (v,w) € E(G) do

if /(w) > I(v)+ c(v,w) then
| I(w) == 1(v) + c(v,w); p(w) :==v;
end
end

end
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Spravnost Dijkstrova algoritmu

Intuitivni vysvétleni spravnosti: postupné rozsifujeme mnozinu R o
nejvhodnéjsiho kandidata v. V tomto okamziku je hodnota /(v) jiz
definitivni. Hodnoty /(v) € R nelze zlepsit vedenim cesty pres

w € V(G)\ {RU v}, jelikoz I(w) > I(v) a délky vSech cest z w do v jsou
nezaporné.

Du: jak se lisi Dijkstrav alg. pro SPT a Primiv alg. pro vypocet minimalni
kostry (Minimum Spanning Tree - MST)?
Naleznéte co nejmensi priklad s odlisnym SPT a MST.
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Vyuziti dodatecné informace

Pokud nas zajima nejkratsi cesta z vrcholu s pouze do jednoho cilového
vrcholu t, pak lze Dijkstriv alg. ukoncit jakmile odebereme tento vrchol z
mnoziny R. Pro rychlejsi hledani |ze navic pouzit Dijkstrav alg. s
heuristikou:

@ pred vypoctem Dijkstrova algoritmu pro kazdy vrchol v € V(G)
nastavime h(v) jako dolni odhad vzdalenosti z vrcholu v do cilového
vrcholu t. Pfitom pro libovolné dva vrcholy v, vo € V(G) musi platit
c(v1,v2) > h(v1) — h(v2) (napfiklad pro silni¢ni sit Ize pouZit
vzdalenost od t vzdusnou carou - pak tuto podminku neni potfeba
ovéfovat, jelikoz vyplyva z geometrickych vlastnosti prostoru)

@ uvnitf Dijkstrova algoritmu volime vrchol v € V(G) \ R takovy, ze
I(v) = min,cvenr {/(w) + h(w)}

@ rychlost je zaloZzena na tom, Ze vypocet ukoncéime po nalezeni
definitivni vzdalenosti do cilového vrcholu a na tom, ze vysoka
hodnota h v néjakém vrcholu zplsobi, Zze nebude vybran a usetfime
zpracovani hran, které z ného vychazeji. V krajnim pripadé€ vsak i

tento algoritmus bude muset zpracovat vsechnv vrcholy grafu.
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Casova naroénost

@ nejrychlejsi znamy algoritmus pro SPT s nezapornymi hranami
@ dasova naro¢nost algoritmu je O(n?), respektive s vyuzitim prioritni
fronty O(m + nlogn)
Algoritmy s lindrni ¢asovou slozitosti fesici specifické problémy:
@ pro planarni grafy - Henzinger [1997]

@ neorientované grafy s celociselnymi nezapornymi vdahami - Thorup
[1999]
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Bellman-Fordlv algoritmus [1958] (Moore [1959])

Vstup: Orientovany graf G bez zdpornych cykla

vahy ¢ : E(G) — R a vrchol s € V(G).

Vystup: Vektory / a p. Pro kazdy v € V(G) je I(v) délkou nejkratsi cesty
z vrcholu s a p(v) je pfedposledni vrchol na této cesté. Pokud v
neni dostupny z s, pak /(v) = oo a p(v) neni definovan.

I(s) :=0; I(v) := o0 pro v #s;

fori:=1ton—1do

for pro kazdou hranu (v,t) € E(G) do
if /(t) > I(v)+ c(v,t) then
| I(t) = I(v) + c(v, t); p(t) = v;
end
end
end
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Casova narocnost Bellman-Fordova algoritmu a zaporné

cykly

Toto je nejlepsi zndmy algoritmus pro SPT bez zapornych cykli.
Casova narocnost algoritmu je O(nm).

Vsimnéme si, Ze kazda cesta ma maximalné n — 1 hran a zZe do kazdého
dosazitelného vrcholu t vede hrana.

Bellman-Fordav algoritmus dokaZe detekovat cykly zaporné délky, ale
existuji efektivnéjsi metody na detekci zadpornych cykli

[Cherkassky& Goldberg 1999].
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Floydiv algoritmus [1962] (Warshall [1962])

Vstup: Orient. graf G bez zdpornych cykli a vahy ¢ : E(G) — R.
Vystup: Ctvercové matice / a p. Prvek lij je délkou nejkratsi cesty z
vrcholu i do vrcholu j. Prvek pj; je indexem pfedposledniho
vrcholu na této cesté (pokud existuje).
lij == ¢((i,)) pro v8echny (i,j) € E(G);
lij := oo pro vsechny (i,j) ¢ E(G) kde i # j;
lii == 0 pro vSechna i;
pij := i pro vsechny (i, j);
for k:=1tondo // pro kazdy vrchol k ovéf zda zlep3uje /j
for i :=1to ndo
for j:=1to ndo
if Iij >y + /kj then
| i =l + g pij == pigi
end
end
end
end
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Floyddv algoritmus

@ incializuje matici /° vzdalenostmi bez " prosttednikii”
@ poditad posloupnost matic /9, /1, /2, [k .. |" kde plati:

I,-f je délka takové nejkratsi cesty z i do j, Ze kromné
vrcholll i, j cesta prochazi pouze pres prostfedniky z
mnoziny {1,2,--- k}

@ zname-li matici /¥~1, miZeme snadno vypoditat matici /%:

k= min{IfY 1

Toto je nejlepsi znamy algoritmus pro All Pairs Shortest Path problém
bez zapornych cykla.

Casové naroénost algoritmu je O(n3).

Graf obsahuje cyklus zaporné délky pravé kdyz existuje i takové, ze

I; < 0.

Drobnou modifikaci Floydova algoritmu (/2 = oc) Ize nalézt (nezaporny)
cyklus o minimalni délce - viz nasledujici priklad.
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Floyddv algoritmus - priklad
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Priklad SPT1a: Odméfovani vody (stavovy diagram)

Jste na brehu jezera, mate k dispozici tfilitrovou a pétilitrovou nadobu. Na
pocatku jsou obé nadoby prazdné a vasim Gkolem je nabrat do vétsi
nadoby presné Ctyfi litry vody. DalSi pomocné nadoby nemate, pomérovani
vody v obou nadobach provadét nesmite.

a) Reprezentujte tuto Glohu grafem.

b) Zavedte vhodné vahy v grafu a formulaci dlohy nejkratSich cest
naleznéte reseni

@ s nejmensim poctem preliti,

@ s nejmensim mnozstvim manipulované vody,

@ s nejmensim mnozstvim vylité vody.
c) P¥i nékterych operacich je potfeba zvysend opatrnost - napfiklad pfi
dolévani, kdy se jedna nadoba zcela naplni, ale druha se nevyprazdni.
Najdéte zplsob, ktery ma nejmensi pocet takovych preliti.
d) Je mozné odmé¥it 5 litr vody pomoci 4-litrové a 6-litrové nadoby?
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Priklad SPT1b: Vojaci na mosté (stavovy diagram)

S vyuzitim Glohy nejkratsSich cest zformulujte:

Ctyfi vojaci maji jednu baterku a vraceji se pres most na jeho? prechod
potfebuji 1,2,5, nebo 9 asovych jednotek. Vzdy jdou maximalné dva a
pohybuji se rychlosti toho pomalejsiho ze dvojice. Jelikoz potrebuji
baterku, tak jeden z vojakd ji musi prenést zpét. Rozhodnéte, zda se
vSichni vojaci mohou premistit pres most drive nez za 18 casovych
jednotek.
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Priklad SPT2a: Umisténi pozarni stanice

(vyuziti matice nejkratsich cest)

S vyuzitim dlohy nejkratsSich cest zformulujte:

Méjme silni¢ni sit mésta.

a) Hleddme jedno nejvhodnéjsi misto pro pozarni stanici tak, aby jeji
vzdalenost od nejvzdalenéjsiho mista ve mésté byla co nejmensi.

b) Jak se problém zméni (ztizi), pokud bychom hledali umisténi dvou
pozarnich stanic?

c) Jak se problém zméni (ztizi), pokud bychom hledali optimalni pocet a
umisténi pozarnich stanic tak, aby byla garantovdna dojezdova doba?
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Priklad SPT2b: Umisténi skladu

(vyuziti matice nejkratsich cest)

S vyuzitim dlohy nejkratsSich cest zformulujte:

Méjme silni¢ni sit regionu. Hleddme jedno nejvhodnéjsi misto pro sklad, ze
kterého ma byt zadsobeno n spotrebiteld, ktefi tydné odebiraji q1,...,qn
hmotnostnich jednotek produktu. U kazdého ze spotrebitelll se v
zanedbatelné vzdalenosti nachazi jedno vhodné misto pro sklad.
Predpokladame, Ze ke kazdému spotrebiteli musi byt vypraveno jedno auto
zvlast s ndklady danymi soucdinem vzdalenosti a prepravované hmotnosti.
Cilem je minimalizovat tydenni pfepravni naklady.
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Priklad SPT3: Nejspolehlivéjsi spojeni

(ilustruje vlastnosti uzavieného polookruhu)

Ve sdélovaci siti je spolehlivost fungovani pfimé linky mezi misty i a j dana
pravdépodobnosti p(i, j). Pfedpokladejme, Ze poruchy na jednotlivych

linkach jsou vzajemné nezavislé. Pak spolehlivost spojeni mezi misty s a t
je rovna soucinu pravdépodobnosti p(i, ) vech dil¢ich linek tvoficich toto

v

spojeni. Naleznéte nejspolehlivéjsi spojeni mezi dvéma misty s a t.
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Priklad SPT4: Prejezd nakladniho tahace

(ilustruje zaporné hrany)

Mé&jme n mést s pripravenymi navésy a tahad navési. Pro kazdou dvojici
mést (/,/) zndme naklady c(/,j) na prejezd tahade z mésta / do mésta j.
Déle o nékterych dvojicich (i,j) vime, ze z mésta i do mésta j Ize dopravit
navés a Ze za jeho prevezeni dostaneme zaplaceno d(i, /). Nasim (kolem je
dostat taha¢ z mésta s do mésta t financné co nejvyhodné&jSim zplisobem
bez ohledu na ¢as.
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Nejkratsi cesty v grafu - Shrnuti

@ Jednoduchy optimalizac¢ni problém s fadou aplikaci
o OSPF (Open Shortest Path First) protokol pro smérovani v sitich
pouziva Dijkstriv alg.
hledani nejkratsi-nejlevnéjsi-nejrychlejsi trasy v mapé
SPT1 - stavovy diagram
SPT2 - vyuziti Floydova algoritmu pro hledani centra grafu
SPT3 - uzavrfené polookruhy
SPT4 - zaporné hrany

o ...

¢ © ¢ ¢ ¢

@ Zaklad pro rfadu dalSich optimalizacnich problémii

@ rozvrhovani s relacemi naslednosti
o ...
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