Uvod do kombinatorické optimalizace

Zdenék Hanzalek, Premysl Sticha, Jan Kelbel, Jifi Trdli¢ka
Michal Kutil, Zden&k Baumelt, Roman Capek
hanzalek@fel.cvut.cz

CVUT FEL Katedra fidici techniky

14. Gnora 2012

Z. Hanzalek (CVUT FEL) Uvod do kombinatorické optimalizace 14. Gnora 2012 1/56



Obsah prednasky

0 Organizace predmétu
© Priklady aplikaci

© Revize pojmii z teorie grafi
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Obsah prednasek

© Priklady aplikaci a zakladni pojmy. Test 0.

Q Celociselné linearni programovani - algoritmy.

© Formulace problém{ pomoci celociselného linedrniho programovani.
© Nejkratsi cesty. Test I.

© Toky a fezy v sitich. Parovani v bipartitnich grafech.
Multi-komoditni toky.

Problém batohu, pseudo-polynomialni a aproximacni algoritmy.
Uloha obchodniho cestujiciho. Test II.

Rozvrhovani na jednom procesoru.

Paralelni procesory.

Rozvrhovani projektu s ¢asovymi omezenimi.

Programovani s omezujicimi podminkami.

660000

1 - motivace

45,6 - vétsSinou polynomialni slozitost

7,8,9,10,11 - klasické NP-obtizné problémy

2,3,12 - obecné metody deklarativniho programovani
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Obsah cviéeni

666000000000

Seznameni s experimentdlnim prostfedim a knihovnou pro optimalizaci
Celodiselné linearni programovani

Aplikace celociselného linedrniho programovani

Samostatnd Gloha | - zadani a kategorizace

Nejkratsi cesty

Samostatnd (loha Il - reSerSe literatury a prezentace feSeni
Aplikace tokd a fezl v sitich

Samostatna Gloha Il

Rozvrhovani

Test 1l

Samostatnd (loha IV - odevzdani algoritmu a pisemné zpravy
Zapocet

1,2,3,5,7,9 - tloha 1-6
4,6,8,11 - samostatnd Gloha - odevzdavani a konzultace

10 -

test Il - naprogramovani tlohy v daném case
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Organizace predmétu

A4M35KO naleznete na https://moodle.dce.fel.cvut.cz
Prednasky

Cviéeni

°
°
@ Samostatna prace
@ Hodnoceni

°

Literatura
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Co je Kombinatorickd optimalizace?

Optimalizace je souhrnné oznacleni
pro discipliny zabyvajici se minimali-
zaci/maximalizaci zvolené cilové funkce
pfi dodrzeni danych omezeni, respek-
tive rozhodnutim zdali je mnozina reSeni
prazdna.

Kombinatorika je matematika pro diskrétné strukturované problémy.

Kombinatoricka optimalizace je optimalizace zahrnujici diskrétni
proménné.

Vyznamné se prekryvd s pojmem operacni vyzkum (termin pouzivany
zejména ekonomy, vznikl v pribéhu 2. svétové valky pro logistické vojenské
operace).
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Co s tim mulzeme resit?

|
X -y 1 4 v oy , L
Rada problém( redlného zivota miZze byt - L4 41
formulovana jako Gloha kombinatorické op- |
timalizace.

L3 )
-4

Typické oblasti pouziti:
@ vyroba (zrychleni vyroby, snizeni nakladi, efektivni vyuziti zdroja ...)
doprava (Gspora pohonnych hmot, zkraceni doby doruceni zasilky ...)
rozvrhovani lidi (redukce poctu potfebnych zaméstnanci ...)

°

°

@ ndvrh hardware (zrychlovani vypocta ...)

@ ndvrh komunikacni sité (zkraceni doby doruceni ...)
°
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Nakladani kontejneru

Krabice umisténé v kontejneru.

Cil:
@ naskladat do kontejneru
co nejvice nakladu

Omezeni:
@ rozméry kontejneru
@ rozméry krabic, beden ... s nakladem

@ zplsob nakladani (odkud je do kontejneru pfistup, moznosti
nakladaciho zafizeni ...)

@ stabilita ndkladu, moznost otoceni krabic ...

@ pozadavky na poradi pfi vykladani nakladu

Formalizujeme jako 3-D batoh.
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Rozvrhovani lidskych zdroji

T O

“y .

- Vi
AL

Cil: g 2
[t ey |

@ vytvorit pripustny rozdélovnik smén
pokryvajici naplanované smény

Pridéleni sluzeb zaméstnanciim

Omezeni:
@ kvalifikace zaméstnancu
@ omezeni dana zdkonikem prace (napf. odpocinek po dobu alespon 12
hodin béhem 24 hodin)
@ omezeni dana kolektivni smlouvou (napf. maximalni polet no¢nich
smén po sobg)
pozadavky zaméstnancl (nap¥. nivstéva Iékare)
spravedlivost pfifazeni smén (napf. stejny pocet vikendovych smén)

e e o

vstficny pristup k zaméstnanci (napf. shlukovat volné dny do bloki)
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Rozvrhovani lidskych zdroj(i

Rozvrhovani lidskych zdroji ¢asto formalizujeme jako
Parovani v bipartitnim grafu

Problém je slozitéjsi, pokud je tfeba brat v Gvahu geografickou polohu
zaméstnancl (napt. letusky a piloti u letecké spoleénosti).

Posadka 1 TXL >>
Posidka 2

FRA
Posadka 3 MUC 7
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Regalovy zaklada¢ v automatizovaném skladisti

Automatizované skladisté je pouzito jako mezisklad propojujici jednotlivé
Casti tovarny. Pfi vétSim zatizeni se stdvd omezujicim prvkem.
Cil:

@ minimalizace cest nenaloZeného zakladace

,
Omezeni: S sl S5 Ve, PacElg

@ zadané transportni dlohy
@ parametry skladisté
o zaklada¢ ma kapacitu Al :

1 kontejner

@ Ulohy pfibyvaji on-line Fosiion o
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Regalovy zaklada¢ v automatizovaném skladisti

Transportni Gloha je zadana startovaci a
cilovou pozici.

Reprezentace problému orientovanym gra-
fem.

Vrcholy grafu predstavuji transportni Glohy.
Or. hrana (i,/) znamend moznost provedeni
lohy j ihned po tloze /.

Cena hrany odpovida cené cesty zakladace
mezi i a j.

Formulace jako Asymetrickou alohu ob-
chodniho cestujiciho.

Z. Hanzélek (CVUT FEL) Uvod do kombinatorické optimalizace 14. Gnora 2012



Rozvoz zbozi
A

Zbozi, zakaznici a flotila automobild.

Cil:
@ splnit pozadavky zakazniki

@ minimalizovat naklady na dopravu

02

Omezeni: 3
@ kapacita aut

@ Casova okna 4

@ dopravni omezeni

@ pracovni doba, prestavky

Z. Hanzalek (CVUT FEL)

10

Uvod do kombinatorické optimalizace

14. anora 2012 13 / 56



Osazovani plosnych spojl

Osazovaci stroje jsou z divodu vysokych
porizovacich nakladd limitnim zdrojem pfi
SMT montézi.
Cil:

@ zrychleni vyrobniho taktu linky

Omezeni:
@ konfigurace osazovaci linky

@ popis vyrabéného PCB

Problém rozdélen na dva podproblémy.
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Osazovani plosnych spojli

A) Pfifazovani komponent na osazovaci hlavy
Formalizovano jako Problém déleni kofisti

Vstup:

o typy SMT komponent ‘

@ mnozstvi komponent ‘

pro kazdy typ

@ precedence osazeni
pro urcité typy komponent
@ charakteristika osazovacich strojt

Vystup:
@ pfifazeni typu komponenty
na osazovaci hlavu

odavace
IIsin [T [TTe"
@ Hi @ : ! @ HH (:)4-——— osazovaci
hlava

— |
;dopravniky

®‘ — |
LI L IIIIIIIIII\°§ﬁ§OV6d

Stroj 1 Stroj 2

pocet komponent

1-4  1-1 1-2 1-3 2-4 2-1 2-2 2-3
osazovaci hlava
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Osazovani plosnych spojli

B) Urceni sekvence osazovani
Formalizovano jako (capacitated multi-trip)
Problém obchodniho cestujiciho

Vstup:

@ prifazeni typu komponenty
na osazovaci hlavu

@ pozice komponent na PCB

Vystup:
@ osazovaci sekvence
@ odhad vyrobniho taktu
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Déleni ocelovych odli

Ocelarna vyrabi odlitky, z nichz délenim a
dalSim zpracovanim produkuje finalni vy-
robky pro uspokojeni zakazek.
Cil:
@ vyrobit vSechny zakazky pri
minimalizaci potfebného mnozstvi oceli

Omezeni:
@ n moznych velikosti odlitkd
o velikosti zakazek
@ barva zakazky urcuje zpracovani odlitku

@ z jednoho odlitku je mozné vyrobit
nejvice p riznych barev zakazky
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Déleni ocelovych odlitki

4
2
IIIIIIII

@ Rozméry odlitkd: {3,5}, n=2

u
® Zakazky 1...9 5
o Barvy 1...5 Regeni: I 4

@ Pocet moznych barev na odlitku p =2

Ptiklad
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Smérovani v senzorové siti - specifikace

Monitorovani rozsahlého prostoru pomoci autonomnich zafizeni
vybavenych

@ vlastnim napajenim

@ bezdratovou komunikaci s kratkym dosahem 1 Exhquityor ngiongooes

2) Nodes detect seismic event

3) Each node sends event report
to base station

@ senzory teploty
Cil: WE

@ vytvorit smérovaci tabulky :

@ minimalizovat spotrebu energie Same

Jeo Tz

Omezeni:

@ kapacita komunikacnich linek

@ omezeny vykon vysilace

@ maximalni dovolené ¢asové zpozdéni béhem komunikace

@ kapacita paméti jednotlivych zafizeni
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ani v senzorové siti - formalizace

Formalizujeme jako Multi-Commodity Network Flows
Reprezentace sité grafem (zafizeni = vrchol, komunikaéni linka = hrana)
Konstantni komunikaéni zpozdéni pro vSechny linky (perioda TDMA, ...)
Komunikaéni pozadavky = toky dané komodity:

@ zdrojova (zdrojovy vrchol) a cilovd (cilovy vrchol) zafizeni

o velikost pozadavku (mnoZstvi dat za ¢as ) eme msinmenevor o caen commnason demana separater

o deadline (maximalni pocet hopi)
Komunikac¢ni linky:

@ kapacita (mnozstvi dat za ¢as)

@ souvisi s poctem slotli v TDMA

@ cena (energie na preneseni jedn. dat)
Varianty rozsiteni problému
@ riizné komunikaéni zpozdéni linek
@ nedélitelné toky
@ maximalizovat Zivotnost sité (minimalizovat spotfebu energie)
°
Z.

distribuovana verze
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Smérovani v senzorové siti - distribuovany problém

U této aplikace (senzorové sité) je centralizovany pfistup neprakticky:
o vstupy (kapacity linek,...) i vystupy (mnozstvi toki po linkach)
optimalizacniho algoritmu jsou lokalniho charakteru
@ pridani/ubrani zafizeni v centralizovaném algoritmu vyzaduje:
o komunikaci vstupt
@ centralizovany vypocet
@ komunikaci vystupl
@ prechod mezi médy sité
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Smérovani v senzorové siti - distribuovany problém

U této aplikace (senzorové sité) je centralizovany pfistup neprakticky:
o vstupy (kapacity linek,...) i vystupy (mnozstvi toki po linkach)
optimalizacniho algoritmu jsou lokalniho charakteru
@ pridani/ubrani zafizeni v centralizovaném algoritmu vyzaduje:
o komunikaci vstupt
@ centralizovany vypocet
@ komunikaci vystupl
@ prechod mezi médy sité

Distribuovany algoritmus - totozny kéd v kazdém zafizeni:
Vstup: kapacity a ceny incidentnich linek, zdroje a cile pozadavka ...
Vystup: mnozstvi tokll po incidentnich linkach, ...
while consensus_not_reached do
proved lokdlni optimalizaci;
komunikuj hrani¢ni proménné se sousedy;
end
Typické obtize distribuovanych algoritm( - konvergence a ukonceni
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€rovani v senzorové siti - béh distribuovaného algoritmu

Progress of routing
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Smérovani v senzorové siti - béh distribuovaného algoritmu

Progress of routing
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Smérovani v senzorové siti - béh distribuovaného algoritmu

Progress of routing
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Smérovani v senzorové siti - béh distribuovaného algoritmu

Progress of routing
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Navrh krizovatek ve mésté - specifikace

Mésto dané kfizovatkami a ulicemi. Hlavni dopravni tahy dané zdrojem,
cilem a mnozstvim automobilil za cas.

Cil:
@ zjistit, jaké mnoZstvi aut jede z kazdého sméru na kazdé z krizovatek

vlevo/rovné/vpravo = smérovani (na zakladé této informace bude
stanovena kapacita odbocovacich pruhi a faze semafor)

o predpokldddme, ze cely systém se sdm chova optimalné =
minimalizuje celkovou cenu pfepravy (odpovidd mnozstvi najetych km
nebo spotfebé pohonnych hmot nebo dobé prepravy)

Omezeni:
@ kapacita ulic dana poc¢tem pruhii a maximalni povolenou rychlosti
@ jednosmérné ulice

Lze formalizovat jako Multi-Commodity Network Flows
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Navrh krizovatek ve mésté -

specifikace
ot 000 == B Property. L2 ) e
D5W#4HON 3 =y AnEuo | r—
- —

[17128]

[6956]
[2092.8]

zdroj tahu 14 14 14 14 16 16 16 16 18
cil tahu 24 17 21 27 24 21 15 27 24
automobily za min 49 19 31 301 101 121 12 6.6 327

Z. Hanzalek (CVUT FEL)
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Zakazkova produkce laku

Vyroba laki, kde jednotlivé zakazky jsou ur-
Ceny typem laku, mnozstvim a terminem do-
dani.
Cil:
@ minimalizovat pfekroceni dodacich termind
@ minimalizovat dobu skladovani pred distribuci

Omezeni:
@ ddavkovy proces vyroby riiznych laki
@ rdzné vyrobni procesy/Casy pro rizné typy lakd
@ Casova omezeni mezi zacatky a konci jednotlivych operaci
°

pracovni doba (nékteré procesni Casy operaci vyroby prekraluji
pracovni dobu)

pFipravné Casy (setup time)
Lze formalizovat jako PS |temp, ojj, tg| Cmax

Z. Hanzalek (CVUT FEL) Uvod do kombinatorické optimalizace 14. Gnora 2012




Planovani produkce laku

Operace vyroby mohou byt viiéi sobé casové omezeny. Musime uvaZovat
(1) minimalni ¢as mezi koncem jedné operace a zalatkem druhé (napf.
minimalni ¢as potrebny k rozpusténi pfimési v laku), (2) maximalni
pripustny ¢as mezi dvéma operacemi (napt. lak mize ztvrdnout).

7?7?

misici nadoba ﬂl
laboratorni <0~°°>E . ;- | laboratorni Xt
Kontrola davkovani Kontrola plnéni

920 710 840 960 690

disperze davkovani

disperze (400,0)

3250

Navic doba vykonavani nékterych operaci mtlize byt dana zacatky a konci
jinych operaci vyroby.
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Planovani produkce laku

Priklad
@ vyroba 29 zakazek
@ 3 typy laki

@ dasovy horizont 9 tydn(

== - [£5) -
= —— —
] [} § .
- - - — - - -
i S0 L] i ] . [ [} i i [ ]
B o LI [ [ E i
—
- |
——
= —
- N ] CCEL — - i [ ]
=1 . — - — - W< — — - [] [} [
- oE o (1L T - — LL] [} -— —
[ ] CIEL  — W - - N — EE 1 ] [ ]
IS . =5 I EESSENSNE . B
2 3 4 5 6 7 8 weeks
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Navrh konfigurovatelného HW pro specifickou DSP aplikaci

Specializované vypocetni jednotky (s¢itacka, ndsobicka
na FPGA).
Cyklicky DSP algoritmus slozeny z atomickych operaci.

Cil:
@ maximalizovat rychlost vypoctu

@ minimalizovat velikost pouzitych prostfedkil obvodu

Omezeni:
@ relace mezi atomickymi operacemi (s¢itani, nasobeni ...)
@ omezeny pristup do paméti obvodu
@ omezena velikost paméti obvodu
0

pocet dostupnych vypocetnich jednotek na FPGA
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Navrh konfigurovatelného HW pro specifickou DSP aplikaci

Prikladem aplikace je jednoduchy cis-
licovy filtr LWDF. X(k) jsou vzorky
vstupniho signalu, Y(k) jsou vzorky
vystupniho signalu.

for k=1 to N do

end

sod(

o alk) = X(k) —c(k—2)
: b(k) = a(k) x «

o c(k) = b(k) + X(k)
k) = b(k) + c(k —2)
Y (k) = X(k — 1)+ d(k)

Algoritmus filtru LWDF

Lattice Wave
XM} Digital Filter
(LWDF)

Y(k)

1 height 7
engﬁh£ :&

Graf zavislosti atomickych operaci

Z. Hanzalek (CVUT FEL)
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Navrh konfigurovatelného HW pro specifickou DSP aplikaci

Lze formalizovat jako cyklické rozsireni PS |temp| Cpax

Parametry pouzitého hardware

jednotka | polet [-] doba vypoltu [c/k]
ADD 2 1
MUL 1 2

Tength L height 2

W

time p

Z. Hanzalek (CVUT FEL)

w

ADDI T, 7¥AT | T, |T, | T, T,

ADD2 /,Z AT, | T, | T,| T, | T,| T,

MUL W T) T, T, t
0

2 3 4 5 6 7 8 9
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Rozvrhovani zprav pro Profinet 10 IRT - specifikace

Ethernet-based hard real-time komunikacni protokol.
Presna synchronizace hodin ve vSech zafizenich.

Kazdé zafizeni obsahuje specialni switch, ktery v urcit

7 v

é Casti periody

nedodrzuje standardni forwardovaci pravidla, aby pro ¢asové kritické
zpravy nedochdazelo ke zpozdéni ve fronté.

Cil:

@ najit co nejkratsi rozvrh pro Casové kritické zpravy

linka

zpozdéni linky [ns]

N5 N3 N1 N2 N4
CP-1616 PN-10/CP-1616 CP-1616 IM151-3 Sinamics 5120
PL P2 P3 P4 PL P2 P3 P4 PL P2 P3 P4 P1 P2 PL P2 P3 P4
Tl link Ns-N; | | Tl Jink N3-N; Jink N-N, | |

Jink N3-Ns Jink N1-N; Jink No-N; Ny g

link Ng-N;
Nl—)N3 N1—>N4 N1—>N2 N2—>N1 N3—>N1 N4—>N1 N3—>N5 N5—)N3
4875 5130 5862 3841 4875 4895 4875 4875

Z. Hanzalek (CVUT FEL)
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Rozvrhovani zprav pro Profinet 10 IRT - specifikace

Omezeni:

@ stromova topologie = jednoznacné smérovani
o release date r, t.j. nejdrivéjsi mozné odeslani zpravy
o deadline d, t.j. nejpozd&j& mozné dorugeni zpravy

@ maximalni mozné end2end zpozdéni zpravy

ID zdroj — il délka [ns] | r [ns] d [ns] poz. end2end zpozdéni [ns]
256 No — N3 5760 5000 20000 11000

257 N3 — Ny 5760 15000 40000 15000

258 N; — N3 5760 15000 - -

259 N3 — N; 5760 20000 35000 -

128 Nz — {N;,N2,Ng,Ns} 11680 | 5000 {---18000}  {-,17675,17675,15000}
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Rozvrhovani zprav pro Profinet 10 IRT - formalizace

3841

Lze formalizovat jako PS |temp| Cpax

(]

Uloha = komunikace zpravy na 2

lince
258

@ hrana s kladnou vahou = r,
relace naslednosti

@ hrana se zapornou vahou = d, 259

end2end

@ unicast zprava = fetézec lloh

4875

'lIIII' lll!!!!ll lll!!!!l'
- 4875

4375 28
T
-2200 Ae75 1%
12800
Tm

12500

@ multicast zprava = korenovy
strom Gloh

Z. Hanzalek (CVUT FEL) Uvod do kombinatorické optimalizace 14. Gnora 2012 33 /56



Rozvrhovani zprav pro Profinet 10 IRT - vysledek

communication cycle

Class 3 | Class 2 | Class 1/NRT | reserve
‘I ---------------
e
S
e T
N; -N
T | T11:128,11.68 | | T5:257,5.76 | |
10 20 30
Ny - N3
[ 1sasesze [ ] tgasssze ||
10 20 30
N; -N
17Ny | T12:I128,11.68 . | | . .
10 20 30
Nz -N,
T,:256,5.76
10 ' 20 ' 30
N3 -N;
T9:128,11.68 . | | T4:IZS7,5.76 | | T,:259,5.76 | |
10 20 30
N3 -Ns
Tq0:128,11.68 | |
5 10 ’ 2 " 30 T tlus]
Cmax
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PresvédcCivé argumenty

Vysvétlit typické cile optimalizace:

(]

zvySeni produkce (zkraceni taktu vyrobni linky)

snizeni naklad( (aspora pohonnych hmot, méné stroji)

@ omezeni rizik (eliminace chyb diky automatizaci tvorby vyrobniho

planu)

zestihleni vyroby (redukce zdsob a skladii, omezeni nésledkl zpozdéni
dodavky dili)

zvyseni flexibility (rychlé reakce p¥i zméné struktury nebo omezeni)

privétivéjsi pro uzivatele (navazujici MHD, vyvazené pracovni zatizeni)
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Jak predmét KO pokryva uZite¢né dovednosti

InZenyr je zpravidla najat proto, aby systematicky vyfresil dany problém.

Dovednost
Bussiness
case
Specifikace
Formalizace
Algoritmy
Prototypové

reseni
Implementace

Z. Hanzalek (CVUT FEL)

Priklad

Ziskat
zakaznika
Rozvrhovani
vyroby
Flow-shop

Johnsoniv
algoritmus
Matlab
OPL, ...
C#, dB, ...

Uvod do kombinatorické optimalizace

14. Gnora 2012



Jak predmét KO pokryva uZite¢né dovednosti

InZenyr je zpravidla najat proto, aby systematicky vyfresil dany problém.

Dovednost Priklad Prednasky

Bussiness Ziskat -

case zakaznika

Specifikace Rozvrhovani Pripadové

vyroby studie

Formalizace Flow-shop Formulace
opt.probl.

Algoritmy Johnsoniv Pseudokéd

algoritmus | iterace s daty

Prototypové Matlab -

feseni OPL, ...

Implementace | C#, dB, ... -
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InZenyr je zpravidla najat proto, aby systematicky vyfresil dany problém.

Dovednost
Bussiness
case
Specifikace
Formalizace
Algoritmy
Prototypové

reseni
Implementace

Priklad

Ziskat
zakaznika
Rozvrhovani
vyroby
Flow-shop

Johnsoniv
algoritmus
Matlab
OPL, ...
C#, dB, ...

Prednasky

Pripadové
studie
Formulace
opt.probl.
Pseudokdéd
iterace s daty

Cviceni
SP?
SP, ulohy
SP, dlohy
SP
SP, dlohy

SP?

ZkousSeni

SP

SP
zkouska
testy
zkouska
SP
test Il
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Reseni problém{i pomoci algoritmi

Optimalizace pomoci kombinatorickych algoritmu

Problém Ize zformulovat jako:
@ omezeni na platna reseni

@ optimalizaéni kritérium

Najit efektivné optimalni FeSeni neni vzdy snadné.

Pokud bychom prohledavali vsechna Feseni, pro vétsi instance bychom
narazili na délku vypoctu.

Napf. pocet kombinaci zakdzek v tloze Flow-shop roste s n! (kde n je
napf. pocet zakazek).
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Casova narocnost algoritmi

[ n ‘ 100n log 1 ‘ 1002 ‘ n+d [ nlogn iy n!
10 3 us 1 us 3 us 2 s 1 us 4 ms
20 9 us 4 us 36 us 420 ps 1 ms 76 years
30 15 us 9 us 148 us 20 ms 1s]8-100y
40 21 us 16 us 404 ps 340 ms 1100 s
50 28 us 25 us 884 us 4s 13 days
60 35 us 36 us 2 ms 32s 37 years
80 50 us o4 us 5 ms 1075 s | 4-107 y.

100 66 us 100 ps 10 ms 5 hours | 4-1013 y.
200 153 us 400 us 113 ms 12 years
500 448 us 2.5 ms 3s | 5:10°7
1000 I ms 10 ms 32s | 3-101%y.
10 13 ms 13 28 hours

10° 166 ms 100 s 10 years

106 2s | 3 hours 3169 y.

107 23s | 12 days 107 y.

108 266 s 3 years | 3- 1010 y.

1010 9 hours | 3-10% y.

1012 46 days | 3-10% y.
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Revize pojmi z teorie grafil

Grafy neformalné

@ Graf se sklada z vrcholl a hran.

@ Hrana vzdy spojuje dva vrcholy a je bud orientovand, nebo
neorientovana.

@ U orientovanych hran rozliSujeme pocate¢ni a koncovy vrchol.

@ Neorientované hrany chapeme jako symetrické spojeni dvou vrcholi.
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Orientovany graf je usporadana trojice (V, E,V):

@ V je konecna mnozina vrcholt

@ E je konecnd mnoZina orientovanych hran

@ WV je zobrazeni, které kazdé hrané prirazuje usporadanou dvojici
vrchold, neboli W : E — {(v,w) € V x V:v # w}

14. Gnora 2012
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Neorientovany graf je usporadana trojice (V, E, V):

@ V je konecna mnozina vrcholi

@ E je konecnd mnoZina neorientovanych hran

@ WV je zobrazeni, které kazdé hrané pfirazuje dvouprvkovou mnoZzinu
vrchold, neboli W : E — {X C V: |X| =2}

14. Gnora 2012
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Hrany grafu

Dvé hrany e, € se nazyvaji nasobné, pokud W(e) = W(¢').

Graf obsahujici ndsobné hrany se nékdy nazyvd multigraf - vétSinou se
jimi nebudeme zabyvat.

Graf neobsahujici nasobné hrany se nékdy nazyva prosty graf.

Prosté grafy zpravidla zapisujeme G = (V(G), E(G)), kde V(G) je
mnozina vrcholt grafu a E(G) je mnozina (uspofddanych) dvojic vrchold,
popisujicich hrany.

Rikame, Ze neorientovana hrana e = {v, w} nebo orientovana hrana

e = (v, w) spojuje v a w. Vrcholim v a w fikdme krajni vrcholy hrany e,
nebo Ze jsou incidentni s hranou e. V pfipadé orientované hrany fikdme, ze
e vede z vrcholu v do vrcholu w (leaves v and enters w).
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Porovnavani grafil

Pro orientovany graf G mizeme zavést podkladovy neorientovany graf
G’, jez ma stejnou mnozinou vrcholl a ma neorientovanou hranu {v, w}
ke kazdé orientované hrané (v, w) grafu G.

Graf H je podgrafem grafu G, vznikne-li vynechanim néjakych (nebo
zadnych) vrcholii a hran (spolu s kazdou hranou, kterd je v podgrafu, tam
musi byt i jeji krajni vrcholy). Dva specidlni druhy podgrafii:

@ Graf H nazyvdme faktorem grafu G, jestlize vynechdme nékteré
(nebo zadné) hrany, neboli plati V(G) = V(H).

@ Graf H nazyvame podgrafem indukovanym mnozinou vrcholi
V(H) C V(G), jestlize vynechdme nékteré (nebo zadné) vrcholy a s
nimi incidentni hrany, neboli H obsahuje vSechny hrany G, jejichz oba
krajni vrcholy jsou v mnoziné V/(H).
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Porovnavani grafi — izomorfismus

Dva grafy G a H jsou izomorfni, jestlize existuji dvé vzdjemné
jednoznaéna zobrazeni ¢y : V(G) — V(H) a g : E(G) — E(H) takova,
Ze:
@ pro orientované grafy plati ®g((v, w)) = (®y(v), Py (w)) pro
vSechny (v, w) € E(G)
@ nebo pro neorientované grafy plati ®({v,w}) = {®y(v), Py (w)}
pro viechny {v,w} € E(G)
Izomorfnimi grafy se v algoritmické Casti zpravidla nezabyvame, ale je
dobré si izomorfismus uvédomit, jiz ve fazi modelovani.
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Dalsi pojmy a znaceni pro orientované grafy

V orientovaném grafu G pro vrchol v definujeme:
@ mnozina nasledovnikil vrcholu v je mnozina vrcholl, do kterych
vede hrana z v, neboli {w € V : (v,w) € V(E)}
@ mnozina pfedchidca vrcholu v je mnoZina vrcholl, ze kterych vede
hrana do v, neboli {w € V : (w,v) € V(E)}

@ [(v), mnozina sousedu vrcholu v je mnozina vrcholl spojenych
hranou s vrcholem v, neboli sjednoceni mnozin nasledovnikil a
predchidci
5% (v), mnozina vystupnich hran vrcholu v
0~ (v), mnozina vstupnich hran vrcholu v
d(v), mnozina hran incidentnich s vrcholem v
|67 (v)|, vystupni stupefi vrcholu
|0~ (v)]|, vstupni stupeii vrcholu
|0(v)|, stupeii vrcholu
Viimnéme si, Ze plati }_, ¢\ (¢) [6(v)| = 2|E(G)|.

Pocet vrcholid s lichym stupném je vzdy sudy.

¢ © ¢ ¢ ¢

(]
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Dalsi pojmy a znaceni pro orientované grafy

Obecnéji, v orientovaném grafu G pro dvé mnoziny X, Y C V(G)
definujeme:
@ ET(X,Y), mnozina hran z mnoziny X do mnoziny Y, neboli
EH(X, ) = {(x,y) € E(G) i x € X\ Y,y € Y\ X)
@ 47 (X), mnozina vystupnich hran mnoziny X, neboli
0T(X) = ET(X, V(G)\ X)
@ 0~ (X), mnozina vstupnich hran mnoZziny X, neboli
07 (X) =07 (V(G)\ X)
@ 0(X), mnozina "hrani¢nich” hran mnoziny X, neboli
5(X) = 6H(X)Uds (X)
@ [(X), mnozina sousedi mnoziny X, neboli I'(X) :={v € V(G)\ X :
existuje “hrani¢ni” hrana e € §(X), jez je incidentni s vrcholem v}
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Tytéz pojmy a znaceni pro neorientované grafy

Tyto pojmy nezaleZi k orientaci hran:
@ [(v), mnozina sousedd vrcholu v
@ 0(v), mnozina hran incidentnich s vrcholem v
@ |6(v)|, stuperi vrcholu v
e E(X,Y), mnozina hran mezi mnozinami X a Y, neboli
EX,Y)={{x,y} € E(G) : xe X\ Y,y e Y\ X}
@ 0(X), mnozina "hrani¢nich” hran mnoziny X, neboli
(X)) = E(X,V(G)\ X)
@ [(X), mnozina sousedii mnoziny X, neboli
NX):={veV(G)\ X:E(X,v)+# o}
Jako zaklad budeme pouzivat orientované grafy (z neorientovaného grafu

udélame orientovany graf tak, ze kazdou neorientovanou hranu nahradime
dvéma opaéné orientovanymi hranami).
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Specialni grafy

UplIny orientovany graf je (prosty) graf G = (V, E), kde E je mnozina
vSech usporadanych dvojic riiznych vrchold mnoziny V.

UplIny neorientovany graf je (prosty) graf, jeho? kazdé dva vrcholy jsou
spojeny hranou. Ma-li n vrcholl, znadime jej K,.

Graf nazyvdme regularnim, maji-li vSechny vrcholy stejny stupen. Graf, v
némz vSechny vrcholy maji stupen k, nazyvame k-regularnim.
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Specialni grafy

Doplnék prostého grafu G je prosty graf H, pro ktery G + H je Gplny graf.
V dopliiku jsou dva vrcholy spojeny hranou pravé tehdy, kdyz nejsou
spojeny hranou v plvodnim grafu G.

Klika je podgraf, ktery je Gplnym grafem. Pocet vrchol( v nejvétsi klice
nazyvame klikovosti grafu.
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Sledy a odvozené pojmy

Sled je posloupnost vrcholl a hran vy, e, vo, €, ..., vk, €, Vkt1 kde

ei = (vi,vit1) € E(G), respektive e; = {vj, viy1} € E(G) pro vSechna
i=1,... k.

Sled je uzavieny pokud vi = viy1.

Orientovany (neorientovany) tah je orientovany (neorientovany) sled, v
némz se neopakuje zadna hrana, neboli e; # e; pro vechna 1 </ < j < k.
Orientovana (neorientovand) cesta je orientovany (neorientovany) tah, v
némz se neopakuje zadny vrchol, neboli v; # v; pro viechna
1<i<j<k+1.

Cestu lze chapat jako graf P = ({vi,v2,..., vkt1},{e1,e2,...,e}) a
nazyvat ji “cesta z vy do vk41" nebo “vi-viy1 cesta”.

KruZnice je neorientovany tah, v némz se neopakuje zadny vrchol, kromé
toho, Ze vi = vj41.

Cyklus je orientovany tah, v némz se neopakuje zadny vrchol, kromé toho,
ze Vi = Vk41-
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Neorientovany graf nazyvame souvislym, jestlize kazdé jeho dva vrcholy
jsou spojeny neorientovanou cestou.

Komponenta souvislosti grafu G nazyvame kazdy podgraf H grafu G,
ktery je souvisly a ktery je maximalni s touto vlastnosti.

Kazdy vrchol grafu je obsazen v pravé jedné komponenté souvislosti.
Komponentu souvislosti obsahujici dany vrchol x mizeme najit jako tplny
podgraf uréeny mnozinou vSech vrchol(i, do nichz vede neorientovana cesta
z vrcholu x.

Les je takovy neorientovany graf G, ktery neobsahuje kruZnici.

Strom je takovy neorientovany graf G, ktery neobsahuje kruznici a
zaroven je souvisly.

Kazdy souvisly graf ma faktor, ktery je stromem a nazyva se kostra.
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Vlastnosti stromi v neorientovanych grafech

Necht G je neorientovany graf s n vrcholy. Potom nasledujici tvrzeni jsou
vzajemné ekvivalentni:

@

(a) G je strom.
b) G ma n— 1 hran a neobsahuje kruznici.
¢) G ma n—1 hran a je souvisly.

d) G je souvisly a odebranim kterékoli hrany pfestane byt souvisly.

e © ¢ ¢

(
(
(
(e) G je minimalni graf pro ktery plati 6(X) # @ pro viechna
© # X C V(G).

(f) G neobsahuje kruznici a po pfidani libovolé hrany bude obsahovat
presné jednu kruznici.

(]

(g) Kazda dvojice vrcholl je spojena pfesné jednou neorientovanou
cestou.
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Dilkaz:

(a)=-(g): vychazi z pfedpokladu, Ze sjednocenim dvou cest se stejnymi
koncovymi vrcholy vznikne kruZnice.

(f)=(b)=-(c): je disledkem toho, Ze pro les obsahujici n vrchold, m hran
a p komponent souvislosti plati vztah n = m + p. (Lze dokazat
jednoduchou indukci na proménné m).

(g)=(e)=(d): viz [2] str. 17 Proposition 2.3.

(d)=(f): trivialni.

(c)=(a): G ma n—1 hran a je souvisly. Dokud je v grafu kruznice, pak ji
odstranime odebranim odpovidajici hrany. Po odstranéni k kruznic ziskame
graf G', ktery je stromem (neobsahuje kruZnici a je stale souvisly) a m3
m=n—1—khran.Vztahn=m+p=n—1—k+ 1 implikuje kK = 0.
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Souvislost a stromy v orientovany

Orientovany graf G je souvisly pokud jeho podkladovy neorientovany graf
je souvisly.

Orientovany graf G je silné souvisly pokud pro kazdou dvojici vrchold x, y
existuje v G orientovand cesta z x do y a také zpét z y do x.

Silné souvislou komponentou grafu G nazyvame kazdy podgraf H grafu
G, ktery je silné souvisly a je maximalni s touto vlastnosti.

Vrchol x € V(G) je kofen grafu G, jestlize kazdy vrchol grafu G je
orientované dostupny z vrcholu x.

Kofenovy strom je takovy orientovany graf G, v némz existuje koren. Do
kofene stromu nevede zadna hrana; do kazdého jiného vrcholu vede presné
jedna hrana.

Binarni strom je takovy strom G, jehoz kazdy vrchol ma nejvySe dva
nasledniky.

Vlastnosti stromi v neorientovanych grafech - viz [2] str. 18
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Shrnuti

Grafy:
® jsou uzitecny nastroj pro formalizaci fady optimalizacnich problémi
@ jsou velmi obecné

@ snadno se reprezentuji v pocitaci
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