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@ Inspirace - Sudoku

© Problém spliiovani podminek (CSP)
@ Prohledavani a propagace

@ Hranova konzistence
@ Algoritmus AC-3

@ Globalni omezujici podminky
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Co je to programovani s omezujicimi podminkami?

Co je to programovani s omezujicimi podminkami?

@ Sudoku je programovani s omezujicimi podminkami
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Sudoku - motivacni priklad

2 5
9 7|3
2 9 6
2 4 9
7
6 9 1
4 1
3 8
6 8

Do volnych poli¢ek pFifad ¢&isla 1 aZ 9 tak, aby se ¢isla lisila:
v ramci fadku, sloupce a bloku
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Do volnych poli¢ek pfifad Cisla 1 aZ 9 tak, aby se ¢isla lisila:
v ramci fadku, sloupce a bloku
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Sudoku - pohled do levého dolniho bloku

Z4dné volné poli¢ko v bloku nemiize nabyvat 3, 6, 8
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Sudoku - pohled do levého dolniho bloku

1,2,4,57,9 8

1,2,4,5,7,9

1,2,4,5,7,9 6

3

1,2,4,57,9 | 1,24,5,7,9

1,2,4,5,7,9

Z4dné volné poli¢ko v bloku nemiize nabyvat 3, 6, 8

- propaguj do ostatnich policek v bloku
Réadky a sloupce - obdobné
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Sudoku - propagace v jednom policku

2 5
9 7
2 9
2 4 9
7 1,2,3,4,5,6,7,8,9
6 9 1
4 1
3 8
6 8

Redukuj cisla v policku tak, aby se Cisla lisila:
v ramci fadku, sloupce a bloku
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Sudoku - propagace v jednom policku

Redukuj ¢isla v policku tak, aby se cisla lisila:
v ramci fadku, sloupce a bloku
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Sudoku - propagace v jednom policku
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2 |4 9
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6 8

Redukuj ¢isla v policku tak, aby se cisla lisila:
v ramci fadku, sloupce a bloku
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Sudoku - iteruj propagaci

2 5
9 7|3
2 9 6
2 4 9
7
6 9 1
4 1
3 8
6 8

@ lteruj propagaci pro radky, sloupce a bloky
o Kdy zastavit tuto propagaci?
@ Co kdyz existuje vice prifazeni?
o Co kdyZ neexistuje zadné pfifazeni?
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Sudoku je programovani s omezujicimi podminkami

9 7 | 3 Sudoku:

@ Proménné - policka
@ vyber hodnoty - Cisla
¢ udrzuj domény proménnych

@ Omezujici podminky -
odlisSnost v radku, sloupci, bloku

4 1 ¢ vztahy mezi proménnymi
3 8 vyrazujici nékteré kombinace
hodnot

Programovani s omezujicimi podminkami je deklarativni programovani:
@ Modelovani: proménné, domény, omezeni

@ Reseni: propagace, prohledavani
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Problém splnovani podminek - formalné

Problém spliiovani podminek (Constraint Satisfaction Problem, CSP) je
definovan jako usporadana trojice (X, D, C), kde:

o X ={x1,...,%n} je koneénd mnoZzina proménnych

@ D={Dy,...,D,} je kone¢nd mnozina domén téchto proménnych

o C={GC,...,C} je kone¢nd mnozina omezujicich podminek.
Doména D; = {v1,..., v} je kone€na mnozina obsahujici mozné

hodnoty pro proménnou x;.

Omezujici podminka C; je dvojice (S;, R;), kde S; C X a R; je relace
mezi proménnymi z S;. Pro S; = {xj,...,x; } je Ri C Dj, x --- x D;,.

CSP je NP-plny problém.
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Nazvoslovi - CSP, CSOP, Constraint Solving a CP

@ Resenim problému spliiovani podminek (CSP) je takové pFifazeni
hodnot z domén vSem proménnym, ze vSechny omezujici
podminky jsou splnény

@ je to vlastné rozhodovaci problém.

@ Constraint Satisfaction Optimization Problem (CSOP) je definovan
¢tvetici (X, D, C,f(X)), kde f(X) je kriteridIni funkce pro
optimalizaci. Prohledavani nekonci nalezenim prvniho pripustného
feseni, ale pokracuje v hledani optimalniho feSeni (napfiklad
metodou vétvi a mezi).

@ Constraint Solving je definovan trojici (X, D, C), kde D; je definovana
oboru redlnych cisel.

@ Programovani s omezujicimi podminkami (Constraint Programming,
CP) zahrnuje Constraint Satisfaction i Constraint Solving.
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Jak to funguje - prohledavani a propagace

Priklad: x € {3,4,5}, y € {3,4,5}, x>y, y >3
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Jak to funguje - prohledavani a propagace

Priklad: x € {3,4,5}, y € {3,4,5}, x>y, y >3
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Jak to funguje - prohledavani a propagace

Priklad: x € {3,4,5}, y € {3,4,5}, x>y, y >3
Q propagujeme y > 3: x € {3,4,5}, y € {4,5}
© propagujeme x > y: x € {4,5}, y € {4,5}
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Jak to funguje - prohledavani a propagace

Priklad: x € {3,4,5}, y € {3,4,5}, x>y, y >3
Q propagujeme y > 3: x € {3,4,5}, y € {4,5}
© propagujeme x > y: x € {4,5}, y € {4,5}
© samotnd propagace nestaci
o kartézsky sou¢in domén (t.j. véetné x = 4, y = 5) je nadmnoZinu feSeni
@ pomdlze prohledavani - zaloZime podproblémy
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Jak to funguje - prohledavéni a propagace

Priklad: x € {3,4,5}, y € {3,4,5}, x>y, y >3
Q propagujeme y > 3: x € {3,4,5}, y € {4,5}
© propagujeme x > y: x € {4,5}, y € {4,5}
© samotnd propagace nestaci
o kartézsky sou¢in domén (t.j. véetné x = 4, y = 5) je nadmnoZinu feSeni
@ pomUze prohledavani - zaloZime podproblémy
@ v podproblémech umoznime dalsi propagaci

@ Prohledavani mize byt
fizeno riiznymi technikami
(poradi proménnych, zptsob
rozdéleni domény/domén).

@ Propagaci omezujicich
podminek dochazi k filtraci
domén proménnych.
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Srovnani s ILP

V obou pfipadech jde o deklarativni programovani

Vykonnost je potfeba posuzovat na daném problému

CSP umoznuje formulovat slozitéjsi omezujici podminky
(ILP pouze nerovnice, CSP libovolna relace - napfiklad extenzivni
definice mnozinou uspofadanych dvojic pro binarni relaci)

o CSP je flexibilnéjsi p¥i formulaci problému, zapis je srozumitelnéjsi
CSP obtizné reprezentuje spojité proménné
@ konecnost domén Ize obejit pomoci hybridniho pfistupu
- kombinace s LP

v

St

CSP je novéjsi, otevren
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Priklad: prohledavani a propagace

UplIné prohledavani (nap¥iklad Depth First Search):
X, €1{2, 3}, x, € {1, 2, 3}, x5 € {4, 5}

Xq > X, X1 X=Xy
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Priklad: prohledavani a propagace

Uvodni propagace omezujicich podminek:
X, €1{2,3}, %, € {1, 2, 3}, x5 € {4, 5}

Xq > X, X1 X=Xy

©
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Priklad: prohledavani a propagace

Vybér x; = 2 a propagace omezujicich podminek:

%, € 02)3), %, € {1, X, B}, x; < {4 8}
/

Xq > X, X1 X=Xy
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Priklad: prohledavani a propagace

Vybér x; = 3 a propagace omezujicich podminek:

%, € {230 %, € {1, 2,8, x; < {4, 5}

Xq > X, X1 X=Xy
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Priklad: prohledavani a propagace

Vybér xo, = 1 a propagace omezujicich podminek:

X, € {23} %, € {1)2, %), x5 € {4, B
/

Xq > X, X1 X=Xy
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Priklad: prohledavani a propagace

Vybér xo = 2 a propagace omezujicich podminek:

%, € {23} %, € {1,2)8, x; < {4, 5}
/

Xq > X, X1 X=Xy
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Hranova konzistence

Nadale budeme uvazovat pouze binarnimi CSP, kde kazda omezujici
podminka je bindrni relace

@ obecné (k-arni) CSP lIze prevést na binarni CSP

@ lze reprezentovat orientovanym grafem G

@ vrcholy jsou proménné s doménami
@ pokud existuje omezujici podminka zahrnujici x;, x;, potom jsou vrcholy
xi, Xj spojeny hranami (x;, x;) a (xj, x;)
Hranova konzistence je zakladni metoda pro propagaci.

@ Hrana (x;, x;) je hranové konzistentni (Arc Consistent, AC), pravé
kdyz pro kazdou hodnotu a € D; existuje hodnota b € D; tak, ze
ohodnoceni x; = a, x; = b splfiuje vSechny binarni podminky s
proménnymi Xx;, X;.

@ CSP je hranové konzistentni pokud kazda hrana je hranové konzist.

@ Pozor: hranova konzistence je orientovana - konzistence hrany
(xi, xj) nezaruCuje konzistenci hrany (x;, x;).

Existuji dalsi lokalni konzistence (path consistency, k-consistency, singleton
arc consistency,...). Nékteré jsou silnéjsi nékteré slabsi.
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Algoritmus revize hrany

Z domény D; vyfad takové hodnoty a, které nejsou konzistentni s
doménou D;.

procedure REVISE
Vstup: Indexy proménnych i, j. Revidovana doména D;. Doména D;.
Mnozina omezujicich podminek C.
Vystup: Binarni proménna deleted indikujici zda byla smazana néjaka
hodnota v D;. Revidovana doména D;.

deleted:= 0;
for ac D; do
if there is no b € D; ; x; = a,x; = b satisfies all constraints on x;, X;
then
D; = D;\ a; // vytadime a z D;
deleted:= 1,
end
end
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Priklad: pouziti procedury REVISE

(X1:Xp) (X5,X3)

CSP s proménnymi X = {x1, x2, x3},
omezenimi x1 > X, Xo 7# X3, Xo + x3 > 4,
D, =1{1,2,3}, D, = {1,2,3}, D3 = {2,3}.

(%) (X3:%)
reviduj hranu vyfad revidovana doména (xi, x2) (x2,x1) (x2, x3) (x3, x2)
(x1,x2) 1D Dy = {2,3} konzist nekonzist nekonzist konzist
(x2,x1) 32 D, ={1,2} konzist konzist nekonzist nekonzist
(x2, x3) 19 D, = {2} nekonzist konzist konzist nekonzist
(x3, %2) 2% D3 = {3} nekonzist konzist  konzist  konzist

Po revizi vSech hran jsou nékteré nekonzistentni
@ divodem je to, Ze se nékteré domény zmensily
@ pokracujeme v revizi az do chvile, kdy budou vSechny hrany
konzistentni (bez toho, Ze bychom konzistenci ovéfovali - viz AC-3)

reviduj hranu vyfad revidovand doména (x1,x2) (x2,x1) (x2,x3) (x3,x2)
(x1,%2) 25) D, = {3} konzist konzist konzist konzist
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Ovéreni hranové konzistence - algoritmus AC-3

Udrzujeme frontu hran, které je potreba revidovat (do fronty pfiddvame
pouze hrany, jejichz konzistence mohla byt narusena zmensenim domény).

procedure AC-3
Vstup: X, D, C a graf G.
Vystup: Bindrni proménnd fail indikujici, ze v této Casti prohledavaného
prostoru neexistuje feSeni. MnoZina revidovanych domén D.
fail = 0;Q := E(G); // frontu @ inicializuj hranami G
while Q # () do
select and delete an arc (x, xm,) from Q;
(deleted, Dy )=REVISE(k, m, Dy, Dp,, C);
if deleted then
if D, = () then fail =1 and EXIT ;
Q := QU {(xj, xx) such that (x;, xx) € E(G) and i # m};
end
end

Pozn: revize (xx, x,) neméni konzistenci hrany (xp,, Xk
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Priklad: iterace AC-3

CSP s proménnymi X = {x1, x2, x3}, omezenimi x; = xp, xo + 1 = x3
a doménami Dy = {1,2,3}, D, = {1,2,3}, D5 = {1,2,3}

Inicializace: Q = {(x1, x2), (x2, x1), (%2, x3), (x3,%2) }
reviduj (x1,x2)

Dy = {1,2,3},D, = {1,2,3}, D5 = {1,2,3}

Q = {(x2,x1), (x2, x3), (x3,%2) }

reviduj (x2, x1)

Dy ={1,2,3},D, = {1,2,3}, D3 = {1,2,3}

Q = {(x2,x3), (x3,x2)} (X1%5)

reviduj (x2, x3) X4

Dy ={1,2,3},D, = {1,2}"), D5 = {1,2,3} 1

Q = {(x3,x2), (x1,%2)}

reviduj (x3, x2) 2

Dy = {1,2,3}, D, = {1,2}, D3 = {2,3}” 3| s

Q = {(X17X2)} N

reviduj (x1,x2)

Dy = {1,2}3), D, = {1,2},D3 = {2,3} Gaxe) taxa)
Q=10
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Globalni omezujici podminky

Globalni omezujici podminka
@ zachycuje specifickou strukturu problému
@ vyuziva této struktury k efektivnéjsi propagaci pomoci
specializovaného propagacniho algoritmu

Priklad: na mnoziné X = {xq,...,x,} ma platit x; # x; Vi # j
o Tento pozadavek je mozno vyjadrit (n®> — n)/2 nerovnostmi.
@ Druhou moznosti je globdlni omezujici podminka alldifferent, ktera
vyuziva algoritmus parovani v bipartitnim grafu, kde jednu stranu
tvori proménné a druhou hodnoty.

Dalsi priklady globalnich omezujicich podminek:

@ rozvrhovani (edge-finder)

o grafové algoritmy (clique, cycle)
@ kone¢ny automat

@ bin-packing
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Nastroje pro reseni CSP

Proprietarni licence
@ SICStus Prolog
@ ILOG CP, CP Optimizer (C++)
@ ILOG OPL Studio (jazyk OPL)
o Koalog (Java)

Open source licence
@ ECLiPSe (Prolog)
o Gecode (C++)
@ Choco Solver (Java)

@ Python constraints

32 /33
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